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DIFFUSION 
DANS UN SOL PERMEABLE D'ONDES LIQUIDES 
ENTRETENUES PAR LA MAREE. 


Par M. Maurice ROSEAU. 


I. — Introduction. 


Les variations du niveau de l’océan au voisinage des côtes, effets visibles de 
la marée, ont pour conséquence des variations corrélatives de la pression en 
tous les points de la partie immergée de la grève. 

Celle-ci qu’on supposera plane, inclinée de l’angle « sous l'horizon, et 
représentée sur la figure 1 par la droite BOG, limite supérieurement un milieu 
solide, par hypothèse perméable. 

Les fluctuations de pression exercées le long de OB sont à l’origine du 
mécanisme d’entretien des ondes hydrodynamiques dans le milieu poreux; 
c’est la un fait expérimental, observé en particulier dans certaines iles formées 
de terrains volcaniques, où il se produit dans les puits d’irrigation des oscillations 
du niveau de l’eau, de même période que la marée. 


nee Norwia(s) LXXVIL. — Fase: 1. : 
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Dans un Mémoire récent, G. F. Carrier et W. H. Munk [1] ont fait une étude 


théorique de ces ondes, donnant la mise en équations du probléme et sa solution 
= T 

dans les seuls cas où 4 —0,a— >: 

Comme il sera expliqué plus loin, le problème consiste essentiellement 


à construire des fonctions (ax, y), à valeurs complexes, satisfaisant à l'équation 


2 


réduite des ondes 
0? OLA 


Ag—tep=o (&>0), A= —— =| = (S14) 


dx? dy? 


©, et aux conditions aux limites 


2 


dans le secteur BOX, d'angle 6 = 7 — « = 
o—1 sur OB, 


St (en 0) + fo, 0) = (LO), 


o borné dans le secteur BOw. 


Fig. 1, 


On trouvera dans les pages qui suivent, la solution de ce probléme pour toute 
Tv . . > À ‘ , AGE 
valeur de 8B, = Z6< 7, ainsi qu'un théorème d’unicité. 
Au surplus, des représentations explicites des solutions ayant une singularité 
à l’origine ont été mises en évidence. Plus précisément on a construit une suite 
infinie de fonctions Ÿ#(x, y)(q entier So) satisfaisant aux conditions suivantes : 


A 19) — je Wlt)— 0 dans le secteur BOx, 
vio sur OB, 


OV , 
FE 0) +t (x, o)=o (ea); 


9 
—(29 +1) = 
ga r 28 quand r+>o0, —B<wZo, 
avéc @-bhiy= re; 
dia 0 quand r->@œ, —B—wHo. - 


. . 4 
On obtiendra simplement par combinaison linéaire 9 +> a, des solutions du 


s=0 
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premier problème aux limites ayant à l’origine une singularité d’ordre —“—. 
r' B28 

Des problémes aux limites plus généraux, en particulier ceux obtenus en 
substituant à la condition ¢ — 1 sur OB, une condition du type 9 = /(r) sur OB, 
J(r) polynome en r de degré quelconque, ou produit d’un polynome par un 
facteur exponentiel, ou encore polynome trigonométrique, seront résolus 
explicitement et précisés par des résultats d’unicité. 

Pour mener à bien ces calculs, on a fait usage d’une méthode imaginée et 
développée pour résoudre certains problèmes de la théorie des ondes liquides 
de gravité [2], [3]. 

Il apparaît très clairement que l'emploi de ce procédé n’est pas limité à la 
mécanique des fluides : il peut trouver d’utiles applications à d’autres 
problèmes de physique mathématique impliquant la résolution de l’équation 
réduite des ondes dans un secteur, avec des données aux limites portées par 
les côtés du secteur. 

Les résultats de cette étude ont été énoncés dans deux notes parues dans les 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. 249, p. 1453 et 1611, 1999). 


II. — Equations du problème. 


En l'absence de la marée, on peut admettre que se trouve réalisé un état 
d'équilibre, la surface libre de l’eau étant un plan horizontal fixe, représenté 
dans le plan de figure, vertical et perpendiculaire au fond, par sa trace, OA pour 
l'océan, Ox pour le liquide contenu dans le sol perméable. La distribution des 
pressions y serait alors de nature hydrostatique, c’est-à-dire 


Pr Posy 


l'axe des y étant dirigé suivant la verticale ascendante, 2, masse spécifique 
moyenne du fluide, g accélération de la pesanteur. 

Mais, conséquence de la marée, le plan d’eau de l'océan subit des oscillations 
au voisinage de sa position moyenne, ce qui a pour effet de modifier la répar- 
tition des pressions le long du fond immergé OB. | 


Dee 12 2 1’ 27 4 bat 
Désignant la période de la marée par —, on peut représenter la pression p 
#1 


au point de OB, d’ordonnée y par 


(1) p= Puy) + ne, 


qi, coefficient constant, ¢ le temps. 
On suppose que la dynamique du fluide à l'intérieur du milieu poreux 


3 L ee hs => . pe 
obéit à la loi de Darcy : plus précisément, si m est le flux de masse à l'instant ¢, 


se 
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au point a, y, p(æ, y, t) la pression on a 


k 
2) — —— —grad(p—Ppo,) 
(2) mG u 8 
ow 4 désigne la perméabilité du milieu solide, y. la viscosité du fluide. 
Il est superflu d'introduire un troisième axe Oz perpendiculaire au plan de 
figure, car on se limite dans ce qui suit à l'étude du problème plan, où toutes 
les grandeurs ne dépendent que des variables æ, 7’, ¢. 


> 


7 ni : : , ere \_p . 
On notera que le vecteur — a la dimension d’une vitesse; € est la vitesse 


0 
ise ia ie ' aes 
fictive ¢ du fluide dans le milieu perméable. 
D'autre part, la loi de conservation des masses s'exprime par l’équation 


2 0 
(3) div 7 =— > (Ap), 


où A est la fraction de volume remplie par le fluide, c’est-à-dire la porosité, 
o la masse spécifique du fluide. Suivant G. F. Carrier et W. H. Munk [4], on 
adoptera la loi de compressibilité 


(4) pA = poAo (1+ Y(P — Po)); 


où y est essentiellement (¢,c?)*, c vitesse du son dans le fluide. 
Des équations (2), (3), (4) on déduit, en posant g = p — po, 


, py A, 0 0? 0? 
5 A = {0 0q A ra 
Fa Nay q k= Or Ox? dy* 


On voit ainsi que le phénomène est régi par l'équation de la diffusion. 
Il convient maintenant d'interpréter les conditions aux limites : 


Sur OB,ona g=—q,e; 
Sur la surface libre en milieu poreux, représentée par l’équation y = 7 (a, 2), 
on a par l'équation (2) 


>> 
{Bien - | COL Yee wel ty EE 
Ori A, BA, dy 


Sur cette surface libre on a p—0; on peut done écrire 


(7) q (2, n(x, t); t) =— Po PoS1 
et combinant (6) et (7), il vient LOC RE LT AL 
0} (7) “" dy dt qi ot p-Ay dy 


On fera ici l’approximation usuelle de la théorie linéaire : admettant que q, 
n et leurs dérivées sont des quantités de faible amplitude, on négligera leurs 
produits et, au surplus, on appliquera la condition précédente, non sur la 
surface libre réelle y = n(x, 1), mais sur le plan y= o qui en différe peu. 


a DIFFUSION DANS UN SOL PERMEABLE D’ONDES LIQUIDES ENTRETENUES PAR LA MAREE. 5 


On est ainsi conduit 3 


Koog oq 
== on, dy (4 0, L). 


8 4, a 
(8) x (2 Onl) == 
D'autre part, on se limite dans tout ce qui suit à la réponse périodique du 
systéme, de sorte qu’on peut poser 

q(2, J t) = Q(z, Jy) dene 


d’où il suit que la fonction o(+, y} doit être solution de 


, Nes 
Ag — a =o dans le secteur BO x, 
gq sur OB, 
de M AS ; 
St (a, 0) + ET (er, 0)=0  (æ>o). 
Le me A0 
Par le changement d’échelles of | = a on obtient, après retour à la 
/ pire Lu 
notation æ, y, le système suivant : 
(9) Ag —teg—o dans le secteur BOx 
" i ’ 
(10) o = 7, sur OB, 
0g, : 
(11) Fr (#1 0)-+ig(#, 0)=t0 (x>0), 
avec 


ITS 


oO. 
BoA, 


= 


Le problème dépend des deux paramètres sans dimension e et (. 


111. — Représentation de la solution. 


Il importe d’abord de remarquer que la valeur de la constante q,, dans la 
condition aux limites © = gq, sur OB est sans importance réelle, puisque le 
problème posé est linéaire. En fait, la condition portée par OB est 9 = Cte, 
cette constante étant non nulle. 

: Posant (*) 


=A 


r 2€ : . 
V2 0 Seite (ot 1), Ke 16, 


(1) La lettre k reçoit ici une signification nouvelle, permanente dans tout ce qui suil; ce chan- 
gement de notation ne peul préler à confusion car il ne sera plus question de la perméahbililé du 
solide. 
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on se propose de rechercher les solutions du problème sous læ forme 
Ti a ee ED | : 
(12) “= Jer); (ses )+r(e-5)]lco 
4 fe) Le(r+s)-0(e +) |{ ace ae 


où g(£), h(Z) sont des fonctions analytiques de la variable complexe ¢, C et T 
des contours dans le plan de cette variable. Ces éléments, inconnus @ priori, 
seront déterminés par la condition que les équations (9), (10), (11) soient 
vérifiées et quelques conditions additionnelles, ayant trait principalement au 
comportement de la solution au voisinage de o et à l’infini dans le secteur. 


Les contours C et I’ sont des courbes joignant les points Ê=0, [=o. 
Pour que les intégrales qui définissent 9 alent un sens quel que soit le 
point z+ ty =re, dans le secteur — 8 wo, il apparaît nécessaire que 
les parties réelles des exposants figurant dans les facteurs exponentiels sous 


les signes [ , soient négatives respectivement sur C et sur F, au voisinage des 
points C= 0, {= 2, quel que soit w avec —8B—w =o. 

Plus encore, et ceci apparaîtra très clairement lorsqu'on étudiera le compor- 
tement des solutions pour r + +, afin que celles-ci demeurent bornées dans 
ces conditions, il est souhaitable que la propriété citée plus haut demeure 


valable non seulement à l’approche des points {—o, {—%, mais partout 
sur C et sur [. Examinant d’abord le cas de C on va montrer que cette condition 


détermine en quelque sorte le contour qu'il convient d'utiliser. 


Soient 
C= itp. I(pEx06), e+iy=re® (—6Aa0Z0), 
ona 
=) (@+ty)O+(#2—iy) 
2 
Ve FR (6 
EN: | - r(e+ à.) sin +o)+ir Ce +) cos(0 +0) 


gx = 


+ 


et 


oaks il 2 
Res (e+ EE (a — ty) | es Ce pono oy+ (64 Laine + un]. 


Il convient d'écrire 


\ 


I I 
(e — à) cos(9 +- «) + (° + + sin() + w) > 0. 
Le point de coordonnées 


E= Cos(0 + w), — n= sin (8 + 0) 
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doit donc appartenir au demi-cercle unité, passant par le point (0, 1), dont 
les extrémités sont portées par le diamètre 4 


CHÈRE 


Quand 5 varie de o à +, la pente de à varie toujours dans le même sens 
de +1 à — 71, et les extrémités m, et m, du diamètre porté par à décrivent, 
chacune dans le sens inverse, un quart de cercle limité aux bissectrices  —+ 1, 
l'un décrit par m, dans le demi-plan € > 0, l’autre décrit par mz. dans le demi- 


plac 0: 
n 


M3 


Fig; 


4 
on voit que la condition précitée sera satisfaite quel que soit w, —B<w—<o 
si | 


Si 7 désigne l'angle polaire compris entre oe et ae de m [x =(0&, Om,)], 
A 6 


1—a<0<}y (a—=T—f6). 


Si, par exemple, 0 — 7 — = on peut méme ajouter 


(13) (e— 5 )eos(O-+ m) + (p+ 5 )sin(0+ 0) 


Mee \3 HN Syn / RU 
> sinZ4/(o— +) +(5+°) = Va cos 4 / pt+ à 


pour tout w : —B—w—o. 
Soit £ la courbe décrite par le point € —ipe//(p © 0), avec 


\ 


; he L 6 
(p= )cosz-+ (p+ )sinz =o, sea ea 
et soit £_, celle qui s’en déduit par la rotation de centre origine, d'angle — «, 
D désignant le domaine ouvert balayé par £ durant cette rotation. 

On appellera courbe du type C, toute courbe joignant les points © —o, 
C= et appartenant à D. | 


1 


Lp Foy LE | va Pear) uf Phys RI ey By ak Oe 
' gs te Ve 1h a: : be “ 
ths Ç % + À 
Re \ oN / : 
ie | es : PE La M. ROSEAU. Or me ops 
LEE | tk 
ork, Plus précisément, on définira C, la courbe ‘à 3 (déduite de £ par la 
bw 7st 
Aux 
Be rotation 0, —*); en tous les points de laquelle est valable l'inégalité (3), uy J 
2 | 2 A ‘ + « 
x es c'est-à-dire | a 
a 
ier | | dass 5 hs — $20.20. fa 
(14) Red (æ+iy)+(æ—1y)5{< <= 7 cb RAS a9 
2 | a) 7 ; | 
a 
er 
i 
’ k { + 3 
ae 
¢ nm 
i j 
À 1 
k a. 
; 
: ] Eu 
Ft 
Les courbes £ et £2, passent respectivement par les points —z et tie, et la ‘ 
courbe C, rencontre le cercle unité 9 =1 au point | is rh oe 
‘ VON ‘ 
/ À | N ’ . DRE 
j a ties, oe ae dy | Pete 
0 2 \ ‘ ; 4 


: Supposons qu'on déforme quelque peu C, au voisinage du cerele unité de = 
telle sorte que 8, devienne légèrement inférieur à s— x. La courbe ainsi HO 


ES obtenue sera le contour C utilisé dans la représentation (12). ca a 
On pourra définir les contours F et P de facon analogue. Observant que Le 
Sr 

mleimetene PE = LV (peony (ed 5) sina — oo] ates 

| Hire aD SANT 
y Ce . * LEA + 4 

et que si Ci teen appartient a une courbe de type Cy, ona pour tout w tel et 
eee ie OED Th | 14 LT 

| DÉS |» LETTRE 

1 x 4: à 7/3 i? ee’. i? 

(e — >) cos (8 + mye 7 5) sin (8 + ») 7 ° La: ng ea oe 


~ 


sui fan fit An 


DIFFUSION DANS UN SOL PERMEABLE D’ONDES LIQUIDES ENTRETENUES PAR LA MAREE. 9 


YS ade © 
on voit que pour = tp e”, avec 6/= 6 — 6, on aura 


(e— +) cosa” 1\ . ()/ 
0 ny OS ( 9) + (p+ = )sin(0'— 0) 


\ i 


=(9~£) co (0 -(—6—w))- (e+ +) sin + (80), 


le second membre étant positif puisque 


a f2 
— Bee = Din 220 


Fig. 4. 


Il suffira donc de prendre pour F, une courbe joignant les points =o, 


€=o,. contenue dans la région D_, déduite de D par la rotation o, — 5. 


On définira en réalité et, par commodité, [, et F respectivement trans- 
formées de C, et C par la rotation o, — $. 

On supposera ainsi dans tout ce qui suit que C, et I, sont respectivement les 
courbes LC) el frs Fe elles sont toutes entières l'une dans Im < 0, l’autre 


dans Img > 0. 


IL y a lieu d’observer que, par un tel choix des contours C et I’, l’expres- 
sion (12) définit une fonction 9 en tout point du secteur BOx, sous réserve 
que les fonctions g et À soient d'ordre fini aux points ¢ =o, (=; au surplus 
cette fonction vérifie de toute évidence l’équation (9). 


L'étude des conditions aux limites va maintenant permettre de préciser les 
fonctions g(0) et A(C). 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. |. 
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IV. — Etude des conditions aux limites. 
De la représentation (12) on déduit pour y = 0, x >o 
09 4% F k TVR 
pue folie s)HEe=2) eo 
: Lied bee ye k 
— if exe| Eo(c-+ t)]-[5( )-1 fic ar. 


La condition aux limites 


XIe xl 


» 
\ 


5 +ig=e, V0, T0 4 


sera satisfaite si l’on a l'identité 


ww 1 \ hy 1} i 

(hoa lee st) =[5(¢— 2) 1] A) 

et si, en outre, nulle singularité de la fonction m(C), valeur commune des 
deux membres de la relation qui précéde, n’est rencontrée au cours de la 


rotation (o, — 3) qui amène C sur F (condition D: 
Pour justifier pleinement ce résultat il faut s'assurer que les intégrales de la 


fonction exp| 5 x(t + 


2) .m(C), prises sur les ares de cercle 


A ei, ETS = (aveo<n<;) 
4 + 


et 


tendent vers zéro respectivement quand A + + æ et a + o. Or ceci résulte très 
simplement du fait que dans les conditions indiquées on a: 


Si A =|C|> 00, exp| 5@(6+ £)|~exp($2%); 
Re (5 rt) =— YF ZA (cost + sind) <— VE wAsinn < 03 

2, 4 2 
7 ' Cue Pate k 
sya 70 |; = | (5) 

[S| > 0 exp] 52 (6+ 5) |wexp DE 
4 ne Sizigkien neu tak 
: T= 7, (COS — sin0) < — — 3 an 8: 


Pour faire l’étude de la deuxième condition aux limites, on déforme C et I 
de façon à revenir aux contours Cy et ry introduits antérieurement. On fait 


se 
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l'hypothèse que re est un pôle simple de g(C), tandis que z n’est pas un pôle 
de h(C) (condition IT). 

De la sorte, le passage du contour I au contour I’, n’introduit pas de modifi- 
cation dans l’expression de 9; par contre, ve‘ étant pole simple de g(Z), on 
aura 


9 = 9,+7 exp[— A(vsin6 + y cos6)|, 


avec 

(15) | q= ds exp} o(e+ =) Fey (e— 5) lee) at 
fvoffle(e4)-o(e+3)] Hoe 

et 


dd” Vi Lime (6 — ieb)g(t) xo. 
ie) 
Le terme exponentiel 
9, —=Texp|— A(xsin6 + y cosB)] 


prend la valeur constante + sur OB (æ—rcos8, y——rsinf), et tend vers 
zéro quand le point (æ, y) s'éloigne à l'infini dans le secteur dans toute direction 
autre que OB. 

On voit ainsi que la condition aux limites 9 — + = Cte sur OB sera satisfaite 
si 9, — 0 sur OB. 


Fig. 5. 


Caleulons 9, pour æ+iy = re" 


oe : k (ae, aes 
om fon| frst rem) |e f em| ir(eet+ can) [MO 


Faisant les changements de variable £e-*#—u dans la première intégrale, 
* ei — u dans la seconde, les contours C, etl, s’échangent (puisqu'on a défini T, 


es IL at Vh PRIS ye ns NT ARR PERDUE PS 
AA ; a, 7 ; ES 
5 M re 3 : ; wy) 1 
4 x 
ns, | de 
Er 12 F. 2 M. ROSEAU. 
i. ; Han Pacer ESS 
x Fe comme transformé de C, par la rotation o, —f)et l'on a ie ln ie 
Pr à x ue <4 4 Ny 
Lo k 5 aes k VT -i8 \ ei 
i a : re | 1 =f. exp| 5 r(u +5) «g (wel) eB du + fev; r(u + +) [ene 18) eB du. 
a iy | . L'expression de 9, sera donc nulle sur OB si l’on a l’identité | : Se: 
Rev (16). | «g(t eB) eB = — h(E eB) eB FA) J 
‘ / ; 7 
sait | et si nulle singularité de g(£ ef) n’est rencontrée au cours de la rotation (0, — 8) a 
7 i 
qui amène C, sur F, Tue IT). ae 
| En résumé, les fonctions analytiques g(©) et A(Q) doivent satisfaire, outre les + 
, conditions I, I, II énumérées plus haut aux équations fonctionnelles 
| k i k ÿ J ‘ - ‘4 
or LG qrofé(ee Je = 
(18) gg et) eB —A(2). pales: ee 
# 
of | V. — Un exemple. 
RU: Il est intéressant d’ ere les considérations qui précèdent par l'étude du * 
¢ “ee | 7 
cas b=- - Les contours adoptés sont ceux indiqués sur la figure 6. ye 
oer 
î : { N 
> : 
| 3 
* at 
=i 
à Fig. 6. | ae 
On satisfait aux équations (1 ) et (18) en prenant ke 
' r , reer’ 
g ; (ree 


gS) = AL Ao) = —— © © — 
2 


ale ee RE à 


/ 


~. 
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et r| et [ze ——1 est pole de g(C), A(C) est régulière en £] sont satisfaites. 


D'autre part, on s'assure aisément que les pôles de g(zC) sont outre “Et, les 
2 - 


zéros de Ê— = +1, tous deux contenus dans le demi-plan Ret > o. Aucun 


2 ; LAS , . T . + 
d'eux n’est donc rencontré au cours de la rotation O, — ~ qui amène Crste i, 
c'est la condition IT. 

Il convient d'ajouter une remarque concernant le contour C au voisinage 
de — 1. Il faut, en effet, pour être sûr de la validité de la formule (15), qu’au 
cours de la déformation qui améne C sur C,, — x soit le seul pole de g(Z) franchi: 
puisque — 1 n’est pas zéro de - (c— z)+1, on pourra toujours faire en sorte 
qu il en soit ainsi. 

On observera que les fonctions g() et h(Z) sont intégrables sur C et sur F. 
Il en résulte que la fonction + est bornée au voisinage de o, et il peut être 
montré que © +7 quand r= ÿ/x?+ y? > 0, le point a, y demeurant dans le 
secteur. Cette propriété, ainsi que l'étude à l'infini seront précisées plus loin 
dans le cas général. 


VI. — Calcul des fonctions #(£) et 2(£) dans le cas général. 


On peut encore écrire le système (17), (18) sous la forme équivalente 


BUG) =e eee ete), 
EG z)+1 |e) =— | S(c— . ie : Jee). 


Il apparaîtra que les fonctions g(%) et A(¢) sont des fonctions multiformes 
définies sur la surface de Riemann associée à la fonction logarithmique. 

Les contours C et T discutés plus haut appartiennent au feuillet o formé du 
plan complexe muni d’une coupure suivant le demi-axe positif OË; on notera 
+1,-+2,... les feuillets sur lesquels on passe par des rotations positives, 
par — 1, —2, ... ceux sur lesquels on passe par des rotations négatives. 


En fait, la partie utile de la surface sur laquelle seront définies g(¢) et h(&) 


sera le feuillet o, qu'on peut encore définir par la condition : oC Arg? < 27. 


Posons maintenant : 


(19) | s(O = ET gt(t) 


a - 
(la fonction @? est bien définie par les conventions qui Brésbdsnt), 


St 
Hapa sk | M. ROSEAU. ° 
f Il vient | $ | E Lin, ee 
a | | ._ gt(teB) 2 CJ nica 2A AE) ; - LA ES 
Ben: 40 na à G+A)(G+H) 44 
(re —|[C— = )—1 ; 
Er + | 2 C ' ae 
eee À, » désignant les racines de AT A ii = 
EC yr : PTT Ke 
UN Introduisant | Gi 7 
ee | 
EU | 7 —A)(t— 2 
Jae 4 | Gag EN R, | 
re on obtient l’équation fonctionnelle pa ae 
ae G(teB) ¢—Ae #8 i jee :- 
FAN RNS (EDR EE C+ + 
a: : : har bake Se: 
ARS On peut résoudre cette équation en faisant appel à des résultats antérieurs; on : 
3 a, en effet, rencontré dans I’étude de certains problèmes d’ondes liquides de © 
a gravité ([2], [3]) P’équation fonctionnelle | 
<< à . ts 
De (LEP) 2 Gar se Me ae 
| 3 . NOS cold pe ie ha ), | 
| (22) GE ae (oe a Te + al 
, LA = } 
Le dont on a défini une solution de la manière suivante : /(¢) est une fonction ; 
Rey multiforme définie sur la surface de Riemann associée à la fonction loga- ‘ 
Soe rithmique. ¥ 
" 
“ 
oe 
; me 
4 Li 
110 
Posant oH 
ce) x 


“(p= 5 108 Fe ea 
| | a ni PT à 
12, aes (AeA) EEE 
| xp} ue pee El 
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si Rel So, (Ref <0), ona 


Pease) dane) 


T1 T 
à igs 28 8 C2? + 
3 PB ate DC res Aret 
(23) EE Ay : 
e *BeB_—y 
pe 
e?PE erty 3 
pt epee Bess Pas pe Angie -. 
e 2B ¢B = 


Le prolongement analytique pour des valeurs de ArgŸ non comprises dans 


on Pot 
l'intervalle — =,5 — s'effectue grace à l’équation fonctionnelle (22). 


Ajoutons que 


ThE) 


quand C—> ©, (EE P quand to, 


Fig. 8. 


uniformément par rapport à Arg? dans tout intervalle fini 
Les singularités de la fonction f(C) sont des poles simples définis par 


Are) et a ) q entier positif non nul. Enfin il convient de signaler 


que dans l'intervalle 


3ÈT sir = , ¢ 
Dans tout ce qui va suivre la notation GG) 


les seuls zéros sonte* ete * 
désignera la fonction définie par les formules (23) 


Le RE ee AL A th 

ee + r 

a £ ores 

, em } 
A \ 
de 

es, | 

Pen 
« 1 

cay.) 

©; 4 

niet 

ie 

i 

vig? / 

oy 


cn a 
7 oy “a 
ret bare). 
2 


> dad | 4 (ta A dv CHAN 
‘ vu j x. a 
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On peut écrire as i F ig 
ell), avec. o< Y< >) [Al <|p| % 


= Ale, EN 


et il est intéressant d'observer, ce que montre un calcul facile, que les points | 
d’affixe À et ». appartiennent respectivement aux courbes £ _an etl x. | 


Soit ‘ | + 
/ TT a 
gen aed 
fit =s(3 
; | 4] / 
—} Le 


RE 


(argument de QUE 13 étant défini de manière naturelle, c’est-à-dire 


Il est aisé de vérifier que 
file) a — her 


44 TAC US DE Pal à 
En définissant : | L ‘die 
ee STE ah es | ‘ 

of ra ey 


on aura, de façon analogue, 
~~ + 


Sal dE 


RARE APE Ce ea 
On trouvera donc une solution particulière de l'équation (21) en posant wi 
se GS) = fil) Al) 3 Be 
et l’on voit bien quilya intérêt à à placer la cou pure suivant le dance OE, le | 
feuillet o se trouvant alors défini comme il a été dit au début de cette section :  # 
Pe paty - | à. 
1 | 0 Fiat oT. re bs 
j | eo = 

Les singularités de la fonction G*(Z) sont des poles simples, Re de AO) et | 
fs (©). Ils sont ttn par les formules Oks, 
À Large — 2 y =. D+ a9). sw Arst ey anmaeg es a6). Gao 
le aaa h i : | * ae 
=— 5-298, Arg¢=y—a2g8, L TAC 
res (Ray SE +agh | Argh = an — y+ 298; ee a 
sl=[e| ia LT SE 
MERS DR) | ut 
’ = 2 — 2q6, Argg = Raye 2qb, | x paige 

q entier positif non nul. | He | | ; 
fi ; 
* i : # a? 
ay ‘ i 4 HA 


Pacts 7 


DIREUSION DANS UN SOL PERMEABLE D’ONDES LIQUIDES ENTRETENUES PAR LA MAREE. 17 


Notons aussi, ce qui sera utile plus loin, que | A| e%t+2") et | 1 | et) sont zéros 


à */ : | i 0 , D , 
de la fonction G'(£); mais cétte même fonction G*(C) n’a pas de zéro sur le 


: Airs ana Sa HA Seek, , 
feuillet o. D'autre part, pour satisfaire à la condition IL, e (+8) doit être pôle 


de g(C), c'est-à-dire de G(L). On est ainsi conduit à définir 


GG)= TE — 


Fig. 9. 


qui vérifie bien l'équation (21). 
On obtiendra g(C) par les formules (19) et (20), c’est-à-dire 


; ee, Cae ve AG Pity hit lis oa tt fi (6) fa(6) 
(24) Pd (ate se (f—A)(€—p) aa) (8 8) 
He PGA (ER) 


Les pôles de la fonction G(C) comprennent, outre les pôles déjà recensés 


de G*(¢), les points e M. (40 entier). Pour obtenir ceux de g(¢), il 
convient d'ajouter à cette liste |A [ei et [ulel®-"; par contre, il est bon 
d'observer pour la suite que | À | e+?” et | a |e®-1#25) ne sont pas pôles de g(Q), 
malgré la présence du dénominateur (¢ — A) (¢ — pv.) dans (24), puisqu'il a été 
reconnu plus haut que ces valeurs étaient zéros de G*(¢) et G(C). 

. Nous allons maintenant vérifier que les conditions I, II, III sont satisfaites. 


Condition 1. — Ona 
| tes )+r [ec 5r8ec. 


Or on a vu que G(C) n’a pas de pôle sur la partie du feuillet o balayé par le 


‘Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 3 


= LAN Tr 


LA 


nae an Be LS 


Fe 


S RARES ME. 
SEE 


7 


17. 
A: 
aid 
ate 


a Et 


or i 


~ 4 


ne 
eu 


~ 


Or Eee ie ee 


x 
Pre 
Fe > RE FRE 


A 
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/ 


: i i = 8) ae SA 
contour C au cours de la rotation (0, — 8), puisque le point e ( _ ny appar- 
tient pas et est, d’ailleurs, le seul pole de G(¢) contenu dans le feuillet o. 


Condition II. — Il est bien clair que pt est pole simple de g(¢); par 


contre, e * n'est pas un pole de g(C), pas plus que de A(¢) comme on le voit 
par la formule (17). 


Condition Il. — Il s’agit de montrer que g(Ce”) n’a pas de pôle dans la 
partie S du feuillet o balayé par le contour C, au cours de la rotation 6, — ae 


exp.i Gr 8) 


Fig. 10. 


Il est d’abord tout à fait clair que lorsque CES, il n’est pas possible que 
4 il (T+8)+278 : 

Ce —e [(s+8) 48] q entier. 
Peut-être pourrait-il advenir que 


Gel—{|pleir-1 où  LeB—|1]eitr+r#8), 


Soient |2|e°*, |u| e les points de I, et C, sur le cercle o, | p|. 
On a 


0 = 0, + 6 et D>T— y. 
Il est donc impossible de trouver 6 tel que 
%#<6<0 et 06+6=n—y. 


Un argument analogue peut être développé pour établir que la seconde éven- 
tualité est impossible. Il convient d’ajouter pour légitimer les calculs antérieurs, 
en particulier la formule (15), que le contour C doit être choisi de manière à 
ne pas franchir le point d’affixe x, pole de g(C), au cours de la déformation qui 
l'amène sur C,. Bien entendu cette condition pourra toujours étre satisfaite 
puisque te? 4 . 
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En définitive, on peut conclure en affirmant que les conditions I, II, III sont 
satisfaites, de telle sorte que la formule (24) fournit une solution convenable 
du probléme. Dans tout ce qui suit, la notation g(C) désignera la fonction 
définie par la formule (24) et h(Z) celle qui lui est associée par la formule (17). 


VII. — Etude de la solution au voisinage de l’origine et à 1’infini. 
Un théorème d’unicité. 


Commençons par l’étude de la solution 9 au voisinage de O. On utilisera la 
représentation 
Le 


(25) P—=pi+Texp | — k(x sinG + y cos) }. 


D’après la formule (24) on peut écrire 


am 
le(o)| IEP si |£|—+0, 

Tw 

ees 
[FCS pe (CL si ||. 


Il en résulte que les intégrales 


[sa Ja æ 
C; Tr, 


existent et que, lorsque le point (x, y) > o, en demeurant dans le secteur BOz, 
asf ed + fae) a. 
Tr 


Cy 


La somme de ces intégrales est nulle, ce qu’on voit en utilisant la relation 
fonctionnelle (18) et le procédé qui a permis d’interpréter la deuxiéme condi- 
tion aux limites. | 

Ainsi 9, > o et 9 > 7 quand (x, y)> 0. 

Il est intéressant pour ce qui va suivre de connaître le comportement des 
dérivées partielles du 1* ordre st we au voisinage de O. 


Il sera suffisant de montrer que ces dérivées ont au point O une singularité 
» I Tv \ 
d'ordre au plus ——; (3 « 1): 
ME AN 
AN 


; : é é £0 - 0010 5 
Partant de la représentation (25), on voit qu'il suffit d’étudier net ae mais 


ate, par exemple, s’obtient à partir de la formule qui définit 9, en remplacant 


g(C), A(C) respectivement par 


S(t zee» 5 (6+ ¢)AO 
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% | CELE) 5 ‘ (3% 1 
ae (s+ Jae ale si |¢|>0 ($3-2>-3): 
a &- tandis que 


ie CROP See (Zi) 


La fonction (¢ :) g(O) intégrable sur C, au voisinage de O ne l’est pas sur la 


branche: infinie, et une conclusion analogue vaut pour (b+ 5 5 JA CE). 


En utilisant l'estimation fournie par la formule (1 4) on voit que la partie de 
l'intégrale prise sur C, susceptible de devenir infinie quand (2, y) + o est en 
module inférieure à quelque expression du type : 


[s aes: 1 | |d@ 
ff exp| — r cos Ê pa a (1£1=e), 
ra 1 x 38 


C, désignant la partie de C, extérieure à un cercle de centre O, de rayon B. On 
peut montrer que, sur © ,,|d€|</2do; il s'ensuit qu’on est simplement 


conduit à discuter 


+= en 
, d £ 4 
Cara LÉ ; avec C— Ve cos ef 
¢ aS 2 2 
v B. 2 6B 1 L. 
A 


quantité d'ordre = quand Tr + 0. 


1— 
r 55 


Dans le cas 5 = È on obtiendrait une singularité logarithmique. On estimera 
Tr 
de façon analogue l'intégrale prise sur I’, et de là il suit que r Fo est borné, 
; Tv 
| ainsi d’ailleurs quer? oe au voisinage de r=o. | | 


Si l’on désigne par C(r) l'arc de cercle décrit par le pointre®, —6 wo, 
on demi des résultats précédents 


lim vi 
r>o 2 (r) 


ec 


Discutons maintenant le comportement de + pour r > 20. Se servant encore de 


l'estimation (14), on voit que 9, et ses dérivées partielles peuvent étre majorées 
en module par des expressions du type 


es, 


5 . ) ' 


ww) dp (Pp, p', entiers positifs). 
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Il est aisé de montrer que cette intégrale tend vers zéro quand r-> oo, au 
moins comme e~°", avec c’ = c \/2. Il s'ensuit : 


(26) 


lim 4 
> = 


e(r) 


dr 


Le comportement du terme 9, = 7 exp[ — h(a sin3 + y cosB)] à l’infini dans le 


secteur est banal, 
Po — 0 si 
et 
Do NE 


On pourra aisément montrer que 


lim se 
Pw 


€ 


Compte tenu de (26) on a donc 


= lim de 
avan 


(r) | 


r> D, D É— B 
pou a) = — SN 
dg, 
Gs — 0. 
dr 


r 


On peut maintenant énoncer et démontrer le théorème d’unicité suivant : 


Le probleme aux limites 


Ao —iep — 0 
i) sh) 
Torre 
dy cis a4 a0 
© borné dans le secteur 
i | a ds—>o 
Ie 
e (r) 


a une solution unique. 


Il suffit de montrer, puisqu'il s’agit d’un problème linéaire, que pour + = 


dans le secteur BO x, 


sur OB, 


sur Ox, 


0, 


il n’existe pas d'autre solution que 9 — 0. Soit p= ©,-+ 7®,, ®, et ®, à valeurs 


réelles. On a 


AD, = — ed, AD, = 2®,, 
OP 20, qi Æ D, —=0o, sur Ox, 
dy : dy 
®,—=@®,—o0 sur OB. 


Calculant l'intégrale double de ©, AD, —, AD, dans la partie A; du secteur 


ia : : 
the GAY LEE ROUE M. ROSEAU. 1 AE 
se a. fer EC 
ay | comprise entre les arcs e(r) et C(R) G< R) et utilisant la’ formule de ¢ Green oa 
me on obtient ATP dé RC EE 
A 2 {f (D, Ad, — D, A®, ) dx dy | | re. 
BS ak | be 13 
eee dd, dd, d®, dd, \ : 2 
Ne. | Poa. Def (a Te — a. Tr) “aa 
Bees, el) LAC y : À 3 ae 
Di | d®, d®, hea 71110 
PAL at ae SS — @®@D —_— d. —"} 
D : | +f CE a = a) ie | ;, 
# 
p a 
1 } * 4 
4-00 
é J Qi 
Re 
21 : 4 4 
sie “3 
f SR 
hi Fig. 11. La 5 
a ouencore ie 74 ‘ 
À eR) Fy à J (D? a D?) dx dy +f (@;- a ®; ) dx aT (0, a D — dé, de.) ds. . cé è 
ONE 52 Var e(R)—e(r) = FRET 
id : . dec f . ci & L 
Le second membre tend vers zéro quand r > 0, R— 2, de sorte que te CETTE 
r x | | ie i, + 20 : R ‘ 2 a ’ a 
> ff (Dj 05) dedy+ f (Di + D) dx — 0 ET A 
BOx ‘ 0 - : oe A LE À 
ee et puisque < > o on en déduit a. s 
ay | D =D, —0. | | RE 
\ 7 7 s Ae x 
% k \ - } LL | Nr 
4 ly. Ps VIL. _ = Retour sur le digas des fonctions g(£), QUE 2° RE 
k iH | Nouvelles ee fonctionnelles. _ Le mist 1H 220 Lie 
aoe! ti Dans mee section nous Winns établir de nouvelles relations fonctionnelles | RE 
qui seront utiles pour la discussion des solutions singulières du probe aux à ca 
limites. | te - RER 
Introduisons la notation feel SN PME al es 
’ : y digs à” 
o ‘ aA 
G (8) = 


mats nite. RER pa 
Gti UE 0 ak gee 
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de telle sorte que 


6(o) = = — 29 (6). 
78 +. ¢ 2B 


La fonction G(C) est solution de l’équation fonctionnelle 


4 I . . 
Remplaçant ¢ par >, et prenant les inverses des deux membres on s'aperçoit 
S 


| p?i 


que g{ = ) en est aussi une solution; pour la définir proprement on conviendra 
1 ° 


que 


Cela revient a définir Arg( =) — 27— Arg’, de sorte que lorsque © décrit le 


feuillet o, le point : décrit le méme feuillet, convention qui sera utile plus loin. 


Supposons maintenant que le point € décrive le secteur S 


he ee 
le point — décrit alors le secteur 
Ê c 


La fonction 


est analytique dans S et satisfait à l'équation 
K(re#%$)—K(r)  (r réel > 0, d’argument nul). 
Au surplus, GE) n’a pas de zéro dans S, ses seuls pôles y étant À et 11; de 


218 3 i a A 1 , : 
méme, 1e n’a pas de zéro dans &, ses seuls pôles étant définis par 


2if I 
= pelt 6) 36 +or—Arg=T—y+r+26 et Bree 


r=l|Alev =) 
et 


+) eir+2$), d’où ts | Le | eiT—Y) — b-. 


Se | | 
by À # ! 24 . M. ROSEAU. AFSL R à | ay 

7. C’est le lieu de rappeler que | A | e+?) et | | eitn1) étant des zéros de G*(0), 

| ces points n'apparaissent ni comme zéro ni comme pole de G(¢’) dans 

fy} on Argt’<on+ 26, 

7 ae comme on le voit par la formule de définition de G(¢). s 


Il résulte des considérations qui précèdent que la fonction K(¢) est holo- 
morphe dans $, et d’après des résultats antérieurs, on peut ajouter que [K(©|—>1, a 
quand £ +o ou € + æ, uniformément par rapport à Argt, oZArgl 28. 4 

On déduira de ces faits, par un raisonnement classique qu'il paraît superflu | 
de reproduire 


2 ei d | ; | 
Pe (= )=ag) | 
Br a, 7 1 6 » 
ou a est un coefficient constant de module 1. Pour en préciser la valeur, il suffit 
d’ailleurs d'examiner ce qui se passe lorsque {= r tend vers zéro (Argi=0). 
On a j 
a (e*B à 
oPG (S)~ ae 
> has 
: CE us sare yk orb ae tee 
g(t) a Keys (0) + (ie A) Ga i 
AU] ù CE) Ro © — Se 
ADs du”: UT AE es ek . 
c'est-à-dire à A 


‘ 
NT 


et, par conséquent, a —=—e 8, d'où l'équation fonctionnelle 
{ ek: exif FA À 
(a7) fe )=-e Fein), 


Cette équation qu'on vient d'établir pour o Arg{ = 28 est, bien entendu, 
valable pour toute valeur de © en raison des propriétés du prolongement 
analytique. | no 


Posons maintenant 
l 


(28) | GET GE), 
de sorte que | 
À “te. 
“AS À “ oe ¢ 
ce +e 2B 


et définissons de façon analogue la fonction Je* (2) par 


he ‘ re : 
ae’ A . 
hig) seen ay 
c 6 le | «! 
ess 3 eka a 
- Li 
1 L tr 
f on, ‘ 
; Le 
Nise 
/ de +3 4 
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Il est bien clair que, tout comme g et h, G* et d¢* vérifieront les équations 
fonctionnelles (17) et (18) et, en tre. 


(29) CE en) ef —— 3e (6). 
Cela fait, partant de (28), on peut écrire 


_, (eB iam—Argt+28)(% 1) / 928 
at je ag Le = (a )9(° ) 


Jere 


ou 


As i T'as eu 
(30) a(S ze MS =) 


e2iB \ 


en se rappelant que Arg( él — 27 — Arg( +28 


Utilisant l'équation (27) on pourra écrire encore 


: vif = 8 

‘ei \ % (3 8) 

(orl bes ee F 
a ma — shige : G(£) 


ou, par (28), 


Utilisant enfin (29), on obtient la relation fonctionnelle 


ce 


(31) ee )=- Se G'(£): 


Il faut rappeler ici que à€* doit être calculé au point ; d’argument 2x — Argt, 
= 
qui appartient au feuillet o, s'il en est ainsi de ¢. 


1X. — Construction et classification des solutions singulières. 


Il est bien clair qu'on obtiendra de nouvelles solutions du problème aux 
limites posé initialement en prenant 


rene fers 2) -0(6-%) 


Ann. Ec. Norm., (3); LXXVIL. — Fase. 1. 4 


‘# 
=. 


+ 


nt Ay eae eee 
+ Sty So =e Oe 
ire a Ce ver 


ee 


<4 


ne , 
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be, ee =. 
où p est un entier positif, négatif ou nul, car les fonctions go B, ACC) E 


satisfont aussi bien que g(C), (2) à toutes les conditions énumérées plus 


haut pour qu'il en soit ainsi ju valeur constante de 9) sur OB sera égale 
: i(F+8)p | 
ace ‘ 


En vérité les solutions les plus générales offertes par notre procédé de calcul 
s’obtiendraient en remplaçant dans la représentation précédente sg, 


h(C)C® respectivement par g(%)n(C), A(C)n(Z), la fonction »(£) devant 
satisfaire aux conditions suivantes : 


n(Ge8)=n(£), 


n(£) analytique, sans singularité autre que l’origine ou le point à l'infini, 
celles-ci étant d'ordre fini. Il est facile de montrer que (€) ne peut être qu’une 


us 
combinaison linéaire finie de puissances ¢ ®, p entier, de sorte que les solu- 
tions définies par la formule (32) apparaissent comme les plus générales qu’on 
peut obtenir par notre méthode de calcul. 
Remarquons, d'autre part, que, si p > o, on peut écrire 


us Pi 
po ir 
PACE R= 9) as 
cP 


iss) 
1 
To 


Lo 


p— = - 
e 28 @ t ix D —= qi 1) à 
= (= 1 ED Sy BO gece gk 


Tk 
et une formule analogue pour h(C)% 3. 
On en déduit la représentation suivante : 


= p—1 


, p= + i= p—q—1 
pPl(z;y)=(—iÿe ?Éo(x, y+ (Hy I ¢ 28 vin (a, y), 
qo 


“ou 


r(s+s)+o(—2)]l eee’ 
x(t + :) — w(s- :) 


Remarquant que les fonctions G*(Z) et 42* (9) vérifient les équations fonction- 
nelles (17) et (18), et que G*(C) n’a pas de pole en ie [ce qui a permis de 
remplacer dans la formule (33), C et T respectivement par C, et F,], on voit 


(33) Y'9) (ar, HS) == ie exp Al 


’ Tr 
CAT 
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que e les fonctions }'4\(a, y) sont solutions du problème aux limites 


Al —ieb—o dans le secteur BO, 
fe =o sur OB, 
ade 


>) + LU (x DC (TE 0). 


Pour p entier négatif, on est conduit à des résultats analogues; on introduira 
les fonctions di (a, y) définies par (33), pour des valeurs entières négatives 
de q. On peut ainsi conclure en disant qu'il suffira de discuter ces fonctions 
YW(æ, y), q entier de signe quelconque: elles apparaissent en quelque sorte 
comme les solutions du problème homogène. 


Faisons dans la seconde intégrale de la formule (33), le changement de 


. I 4 
variable C+ ; Len définissant comme plus haut Arg( 5 ) = 27 — Argt |. 
LS & \ 


Il est facile de s’assurer que les contours C, et I, oe respectivement 


o 


comme £ Pes ae a) s échangent par la transformation ¢> > + 7; plus précisé- 


2 2 oy 


ment I’, +> — C, et inversement. 
Utilisant, en outre, l'équation fonctionnelle (31), on obtiendra 


qT? 
: : US . . Fr 2(7 +1) Bi 
(A I ey [ ef Bar ere - 
y= f exp) =| 2(¢+ e)+a(s— 7) hero € Masse dt. 
C > I g+2) = 
1 G 6 
De la on déduit immédiatement 
D — 0, 
puis 
2(¢-+1) me 
L-W+(2,y)—-—e | B (zx, y) 


Il suffira donc de se borner aux solutions Ÿ( définies pour des valeurs entières 
positives ou nulles de gq. 

Il peut être utile de signaler ici l'expression qu'on obtient pour +, lorsqu'on 
applique la transformation précédente. On trouve ainsi 


pit =tTexple k(a sin + y cos6) } 


+f sp}, Le (e+ :) ir(s- =) [tee 


avec 
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| à Il convient d’étudier maintenant le comportement des solutions Y#(g=6) 
ER a < ah ee AS = 
| définies par (33), à l'infini dans le secteur et au voisinage de l’origine. | | 
L'étude du comportement à l'infini, semblable à celle déjà faite pour la 
fonction ,, avec des conclusions identiques, ne sera pas répétée. : 


TK ua : k F 
Les fonctions G*(¢)C' 8, ae*(c)C'8, figurant dans (33) sont intégrables ‘ 
respectivement sur C, etl’, au voisinage de Ê =o puisque leurs modules sont 


; # 3 T 

k me RER ET 

ae équivalents a |C G+) 5 , quand € + 0. 

RCE Il n’en est pas de même sur les branches infinies des contours. De façon plus 
fe i} ae | ; 

+ RE a précise on peut montrer 


vt = 


buy 3 | % + , 
as Face ler o( 
| \ 


\ 
Ce sont par suite les contributions fournies par les intégrations sur les branches 
infinies de C, et F, qui donneront lieu éventuellement à une singularité a 

. . ' 

AS Origine. 

En répétant un raisonnement antérieur on montrera facilement que cette 


singularité est au plus d’ordre ~- Mais il est intéressant de montrer 


(2 q+1) 7 
r j 


quelle est exactement de cet ordre, ce qui permettra de conclure à l'indépen- 
dance des solutions J). | 


[a 


w 
w 


Pour obtenir ce résultat il suflit d'étudier VU” (a, o) quand x + o. 

Soient Ci, I’, les parties de C, et [', extérieures à un cercle de centre O, de 
rayon R assez grand, pour que les singularités de G* et J¢* se trouvent conte- 
nues dans l'intérieur. 

Par le théorème de Cauchy on voit que la quantité à étudier 


“he FA 12 , k L\ 
= A Le 2* Fane) 1e \ QUES oe = 
Jelie(-+:)ls (6)& a+ f'ap|ie(cs :) 


diffère de 
| A k À jet x 4 éd 
(35) Joie ¢) [core + ae cng” Fa eo 


fi 


\ 
K 


ays ie 
sect Bae 


conde l'intégrale - | ; 


2 ex k r 1\ yer (+ RE a 
pris fé mo CL a 1€ 
MNP 

qui est bornée quand a > 0. 


Il suffira donc d'étudier l'expression (35), dans laquelle on peut d’ailleurs 
remplacer sans inconvénient le contour C! par la demi-droite [£,, £, 2]. | | 
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à) 


Compte tenude la formule (34), le terme d’ordre supérieur sera fourni par 


à [ exp[ Eel c+ zy |e la )$— dt. 


So 


Or cette quantité se comporte au voisinage de æ — o comme 


eh exp( at): lots B ae 


bo 


équivalente a 


iG (a+) 1e 1+3) 1 
eee Gace pane 
Sears 3 X Go \ 


. , I 
expression d’ordre REE car on vérifie aisément que 


2 


at 2 ” ¢ g LES 
| exp(— Mt) ad?) ‘duo. 
0 4 


X. — Généralisations diverses. 


1. On se propose d'étudier les fonctions o((x, y) définies par 
pére ferfif(ee)0(- Do 
+ few}; Et a(e+ )-o(s-7) [lance 


EX] = 


30 M. ROSEAU. 
où 
"px 
GS) ae 3e* (€) 
SU) = Oa ge EL mori AN() = Tz Rte | | 
+e) (34.238) | 
(gentier > 0) 
4 [avec ces notations, ona: 9°(#, y)=9(2, y), g° = 8; Ai PA 


Les fonctions g2(€) et (€) satisfont encore aux équations fonctionnelles 
| fondamentales (17) et (18); elles ont les mêmes singularités que g et A, mais 
ne tandis que Ze’ est pole simple de g et A, ce point est pole multiple d'ordre g+1 
pour g et hi”, 

Se reportant aux calculs développés antérieurement il est bien clair que 


Ag?) — icg'?) = 0 dans le secteur BO x, | 
et 

dos). Ces . 

py & o)+igM(2,0)=0 (x£>0). 


Pour examiner la condition aux limites sur le côté OB, notons qu'on peut 
écrire | 


g(a, y) = (x, y) + OY (zx, y), 


où © (x, y) est l'expression qui définit 9%(x, y), où l’on a remplacé Cet F 
respectivement par C, et T,, et 


pe pm Resin [ool#[a(e+t) +(e] lama] 
(2, y) ee xl t+ ) + ét 2) g(C) 


XI = 


\ 


On a 9} =o sur OB, de telle sorte qu'on est réduit à expliciter le terme oy”. 
Mais on obtient, par un calcul élémentaire, 


ee see k : Ne AT A ee l 
de aber |5[ ete) +(e ¢) |} eset se) | en - 


ou encore 


oi (a, bay Pri 3, z) eA (wsin8-+y cos8) 


P,(s, 3) étant un polynome de degré g en 3=x+iy, 3=a—iy, qu'on 


a _ pourrait expliciter complètement et dont l’ensemble des termes de degré q est 
k Tals + se Bly, . 
avec | 
"Lit ENTER rene | 
“= (5) lim (6 — deB) +1949) (¢) 
k toe! E+?) 1 rs 4 x 
: rs LOB FOR\E 1(8-Z eye 7 (Se 
SR) CNE 
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Il en résulte sur OB 
OW =P (rear, rer), 


où P, (re~®, re’) est un polynome en r de degré q, dont le terme de-plus haut 
degré est : 247, e879, 

Il y a lieu d'observer que 9\?(a, y) tend vers zéro, quand le point x, y 
s'éloigne à l'infini dans le secteur, dans toute direction autre que OB. De façon 
plus précise, 


we r sin (8 + @) 
D(a, ye? 


est borné à l’infini dans le secteur, c’est-à-dire dans 
TT, — 6 wo (r=Vae+ y, roo). 


En outre, ©” (x, y) tend vers zéro et même 
fe 2e où 
(El PP ar. ON De V2 c0s( 5) | 


reste borné quand ro, — Zoo. 
den à def 
dr dr — 
Au surplus la fonction 9%(x, y) est régulière à l’origine: plus précisément 
p(x, y) > P,(o, 0) quand r + 0, —B<w—o. 


Remarquant que les fonctions (¢ se x) gin(f), (6 a :) hn(E),(g > 0o)sont 


intégrables sur C, et l,, on peut ajouter que les dérivées partielles premières 
des 9!‘ sont continues et bornées à l’origine. 

De l’ensemble de ces faits, il résulte que grâce à une combinaison linéaire 
convenable des fonctions 9, o!t), ..., 9!” on saura toujours construire une 
solution du problème aux limites 


Des résultats analogues peuvent être énoncés pour 


! 


Ag —isg=o dans le secteur BOx, 
(36) ae 0) -Kto(z, 0) =0 (20); 
o= Fi (rn) surOB: æ+iy=re-#f, 


où F,(r) est un polynome en r de degré g, donné arbitrairement. 


Cette solution est régulière à l'origine, tandis que ses dérivées partielles 


premières Y. sont au plus d'ordre — —. (Cette assertion résulte du fait 


ra 


que 9° = 9 peut intervenir dans la combinaison linéaire précitée.) 
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ae En outre, son comportement à l'infini satisfait, en particulier, aux conditions 
‘ ; 


suivantes : | 
/ 
a dg SIA 7 
Le) PIGS ANNEE sont bornés pour —5ÆwÆ<0, r>rmy>0; 
1 (27) ilexisteund, o<d<6 et n>0 
à tels que 9 e” est borné dans le secteur — 0 C4 <0. 


2 (En vérité, le résultat obtenu plus haut est plus fort, puisqu'on a vu que, 
BM ù pour tout è(o <3<B) on peut trouver 7 >0 tel que ge" est borné dans le 
secteur —¢6<—w <0.) 

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème d’ unicité suivant : 


Le problème aux limites (36), auquel on adjoint les conditions (37) et 
| y borné dans le secteur — 5 “<w 0 au voisinage de 0, 


Ta Te 


ds —> 0 st r>o 


Cc 


a une solution unique. 


s 


Il reste à établir l’unicité; ou encore, en raison du caractère linéaire de 
toutes les conditions, il suffit d’établir : le problème aux limites 


Ag—ieg=o dans le secteur BOx, 


| , Ô : 
(39) TER a (o 0)+io(x, 0).=0 (2 >-0), 
oo sur OB, 


avec les conditions (37) et (38) n’a pas d’autre solution que 9 =o. 
Nous utiliserons de nouveau la méthode qui a permis d’obtenir le premier 


théorème d’unicité, avec les mêmes notations. Mais la difficulté est ici qu’on ne 
peut pas déduire des seules conditions (37) 


lim 


(0, dv. _ 6, 4) 
R>o e@ (R) dr 


eee 


Ce ur résultat, cependant, est exact, mais pour le démontrer nous aurons 
besoin d'utiliser (37) et les équations (39). 


Observons d’abord que la condition 9 =o sur OB permet de réaliser le pro- 
longement de la fonction 9(a, y) dans le secteur BO 2’ symétrique de BOx par 
akon a OB : si M’ est symétrique de M par rapport a OB on définira 


¢(M')=— ¢(M). 


La fonction 9 ainsi définie dans le secteur xOx' d’angle 28 y-est partout ay 
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continue, ainsi que ses dérivées partielles des deux premiers ordres et vérifie 
l'équation 

Ag — eo — 0. 
D'ailleurs l'existence et la continuité de toutes les dérivées d’ordre supérieur 


résultent des propriétés bien connues des équations aux dérivées partielles de 
type elliptique à coefficients constants. 


Do 


AE" 13: 


On fera usage de la propriété suivante [4] : 


C, étant un cercle quelconque, tout entier dans le secteur æOx’ d'angle 26, 
de centre M, de rayon 9, on a pour toute solution 9 de Ag — 1ep =o définie 
dans Oa" Nike 
(39) 


I 


2TP 


Jo 45 site) (M) (= Te), 
c 


o 
iY 


où Jo(z) est la fonction de Bessel d’ordre o. 


0 


Fig. 14. 


Cela fait, on associe à tout point M, Re“, un cercle C(M) de centre M et de 
rayon o défini par £ =, ouv est un nombre réel, qu'on peut se donner arbi- 


trairement sous la réserve 6 < sine. 
25 . Ww = 
Il en résulte que pour tout point M du secteur — 6 <w = — 6 le cercle C(M) 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Faso. 1. 5 


FR. : 


a 


n_ --. 
hos 


a 


von) 


73 


v 


» 
+4 


’ 
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associé est tout entier contenu dans le secteur x02’ dangle 26, et l'on peut 

appliquer la formule (39). | 
Utilisant maintenant une partie des conditions (37 ), 

| |o|< Art dans r>Mm, —P<oZo, 


domaine qu’on peut élargir à — 28 << <0, on obtient pour 


R—p— R(1—6) > 70, 
à partir de (39) 
ACR + p})’ 
|p(M) | < Taiko) | 
et notant que 


ik 
e ® eke { quand R-> x 


l oup>x, 


Jo(thp) © - 
amp VE 
on peut écrire 


1 
Ci 


}o(M)|<2Ae 


Za] 


si R est assez grand, disons R > Ro, cette formule étant valable, rappelons-le, 
pour —8B<w~—6. 
Grace à cette estimation et au reste des conditions (37), il est aisé d’établir 


lim f CRC Ft) ds =e 
R> + e R) Car dr / 


et de la on déduira, suivant la démonstration du premier théorème d’unicité, 


D, — D, — oO. 


2. On peut apporter a la méthode de calcul développée dans la section qui 
précède une autre généralisation intéressante. 

Soit Go, 0 'Argt,< 27, un nombre donné; désignons par 0,, 9, 0, les 
arguments compris entre o et 27, respectivement des points de £, C=#£€ ;, 


£_,, Qui appartiennent au cercle O, |%,|; on a 


0,> 0.> 65, Bi 0, +=, Ga 05 +=. 
Faisons sur ¢, l'hypothèse : 
(40) SED ou 0, Argt,—< 6, 
et posons : | 
ik A ; f à or 
(41) e= fop}i[a(t+ ¢) +o(s— 4) [|e a 
‘ | . 2 ; \ LT De +8 a «8 
" ys aa 
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À OR fer DK S/ PS a à Q à WwW © 
où GF(C), de (C) sont les fonctions, C, et T, les contours antérieurement 
introduits, et C et l définis comme suit : 


Si Arg, < 0, on déforme C, quelque peu au voisinage du cercle O, |, |, de 
façon que l'argument de son point commun avec ce cercle passe de la valeur 0, 
à une valeur légèrement inférieure à Arg£, : on désigne par C le contour ainsi 
obtenu et par I celui qui s’en déduit par la rotation o, — 5. Toutefois cette 
déformation doit être réalisée de telle sorte qu'on ne franchisse pas le point 
Waffixe 11. Cette condition (x) est nécessaire par la validité de la deuxième 


condition aux limites; ajoutons qu’elle peut toujours être satisfaite si 3 < = 
En vérité, le seul cas où elle serait en défaut est celui où €, — u, ce qui ne peut 


se produire, étant donné les hypothèses, que si 8 — 


T 4 
ai Nous y reviendrons 


plus loin. 

SU Arg<, > 9,.on-prendra C= C,, 1 =T 

On peut aisément se convaincre, en se reportant aux calculs antérieurs, que 
la fonction 9 définie par (41) satisfait aux conditions du probléme aux limites : 


Ag —itsg~=o dans le secteur BO x, 


do et) Pas 
(42) | D tige (y=0z>0) 
k Os 216 AP ANE ) exp “7 (toe ae 8). sur OB. 
NE 2 Cee) 


avec 
G* (Co) FO. 


La fonction ¢ est régulière à l’origine. Elle est évanescente à l'infini dans le 
Là Là \2 2 f és Fa 
secteur; le résultat est évident si Arg¢, > 0,, car C=C,, T=T,; si Argd, < 6: 
on peut écrire 


5 9=+ 216 BG (Re) exp) | (e+ =) “D y(e— att 


o, étant défini par la formule (41) où l'on a remplacé C et T par C, et Ty. 

9, tend vers zéro à l'infini dans le secteur, et il en est de même du terme 
exponentiel puisque &, € D (toutefois si Ke £. cette conclusion doit être 
quelque peu tempérée : 9, tend vers zéro quand le point x, y s'éloigne à l'infini 
dans le secteur dans toute direction autre que OB). 

_ Ces résultats peuvent être étendus si C, sort de D : en particulier, ils 
demeurent sûrement valables si 


OS Arg Co << CRUE 6. 


et cette extension suffit pour la suite. Toutefois, si 


6+ B<Aret,< 9,+ 6, 


36 a ey à M. ROSEAU. LA ORS OE RS 


+ > i vat RE LA as 
on devra prendre pour contour C le contour C, légèrement déformé de manière 
que l’argument de son point sur le cercle O, |£,| passe de la valeur 0, à une — 


aan ; “ et, oe ae 

valeur légèrement supérieure a Arg, — 8 et, comme toujours T sera le contour | oy 

déduit de C par la rotation o, — 6. ve ; 

TBE Proposons-nous de traiter deux exemples : “à 

de 

1° Cherchons à préciser &, de telle manière que 4 

* oF | | k | ; I bee L 

BE “(te8+ = a if | 

PA "he : 2 (es A cs =) ’ ; 4 

pi 4 Es , , j Ca L4 \ | 1 LE 

ated a étant réel positif donné. ; a 

By Posant ©, e~? = 3,, on est conduit à hie 

wry F aA 
att I a 

ee (+ =) + 24=0, 3 

aay #0 , ‘ 

À Ve: ; By 

Cure Cette équation a deux racines, de produit égal à r, affixes des points M, et M, A 

LI qui décrivent, quand a varie de 0 à + ©, les ares PQ et RO de la courbe ‘ “4 

ZA ‘ar i À 7 | 14 

ne Re. 50 ‘ by 1 I . LS » \ . 

ae yey (r+ 2 )0080 + (r— +) sind =o. ; 

. 7” rr .… ‘ 


/ Theta 

. . Cette courbe se compose de deux arcs symétriques l’un de l’autre par rapporta 

l'origine, l'un de ces ares étant le symétrique de © par rapport à l'axe imagi- 
naire pur. é 


= 


nets dot à 


rg i. 
-— OS >  ” 


a id 


——. 


# 
> 
f 
«af 
«ft 
À 
AT § 


Tr 


Fig. 15 


x On prendra pour z, l’affixe du point M, et l’on définira | Si 


pe ee So sp ett, 


Il est facile de s’assurer qu’avec un tel choix on peut écrire Lee 


~ 


> 


ba < Argti < = +B<h+6. 


- 
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La solution 9 obtenue satisfait à 


T 


1 ~ : 
O21 € 3 G* (Go) e- ar sur OB. 


Elle est bornée à l'origine, ses dérivées partielles y ayant une singularité 
’ I . pe . 
d'ordre au plus —z et tend exponentiellement vers zéro à l'infini dans le 


r 28 


secteur. Ajoutons pour conclure qu’on peut satisfaire 4 une condition sur OB 
plus générale 


(43) enter, 


où F,(r) est un polynome en r de degré g donné arbitrairement. 
Il suffira d'introduire les fonctions 


+f exp} fel: ! -) (e :) |} rte 
ip ZAI C oy “a R \q+i 
| (Fa: 


6 
0 


Elles satisfont aux deux premières équations du système (42) et 9!” est égal, 
sur OB, au produit par & “ d’un polynome de degré g en r qu'on pourrait 
expliciter complètement. 
Par une combinaison linéaire convenable deg, 9"), ..., 9!” on pourra donc 
‘toujours satisfaire à la condition (43). La solution obtenue © est bornée partout 
dans le secteur et tend vers zéro quand on s’éloigne à l'infini dans le secteur; 


; d . i. : 
on peut ajouter que f É | ds— o sir oour->, de telle sorte que l'énoncé 
et) 


du premier théoréme d’unicité est encore valable dans ce cas. 


2° Montrons pour deuxième exemple comment on pourrait construire la 
solution réguliére du probléme aux limites égale sur OB a un polynome trigo- 
nométrique quelconque. Grace au caractère linéaire, il suffit de considérer 
l'équation 


k “Kg 
| en re | 
: (% Cat a a A la, 


a réel donné quelconque. 

Posant encore C, e 8 = 3,, il est aisé de vérifier que les points M, et M, dont 
les affixes sont solution de k( 30+ “Al — 2ia = 0, décrivent quand a varie 
de — æ à + , l’un M, la courbe £_, de 0 ao, l’autre M, la courbe £. 


On prendra pour 3, l’affixe de M, de telle sorte que ¢ appartiendra à la 
courbe @_,, et ce choix convient parfaitement à notre étude. 


\ / 


38 f de { M. ROSEAU. 


> ee 


La solution obtenue satisfait aux deux premières équations du système (4a) 


TRE et prend sur OB la valeur Le 
tal y == 2i8t, Bg*(to) em. : | eV 
* om | £_n a 
on À M: ; | 


oJ 
4 Se So | 7 
Fig. 16. 
‘Tl est aisé de voir qu elle satisfait, en outre, aux conditions : ¢ et - bornés 
dans —3<w<o,r>1r,; pour tout à, o C7< G, il existe 7 > 0 tel que per. 
est borné dans le secteur —¢6<w <o. 
est borné au voisinage de l’origine et 
. | : if dg| , ‘ 2 
—!|ds=o si r—>o. ¢ x 
dr ; 7 
. Yew) E 
Il s'ensuit que le deuxième théorème d'unicité [avec g =o dans les condi- ~ 
tions (37)] peut être appliqué à ce cas. ; 
Remarque. — II faut noter que si B>: mil est impossible que G= Se, de . 
sorte que la condition (+) énoncée plus nant pourra toujours être remplie. 
Il est intéressant d'examiner ce qui se HR si 8 = — = et (RTE ’est-à-dire + 


Sla=T, ss re 


Ph k ere ER 
(ae 3 te nay } 
| We | 4 


N'oublions pas que dans la formule (41) le dénominateur cB LS av été. 


ial 


introduit sous les signes i » pour la seule raison que Ÿ, soit un pôle de la 


fonction qu'on doit intégrer sur C; Or, si (=p, puisque u est déjà pole 
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ran , € € 
de G*(¢) on pourra définir la solution par 


kf 
f @ — : al) Fu in Val (ae : 
(44) DES Jarile(c >) + 14 (: - -) | 
“i, = > 5 


avec 
g24+1 r2q+1 
SC) ’ A(t) = —— (q entier). 
aE 
shiney ie 
On prendra g =—1 pour que g(%) et A(Ç) soient intégrables sur C et L : de la 


sorte on obtiendra une solution régulière à l’origine. 


His 


_ On définira C comme il est indiqué sur la figure 15 et I’ l’homologue de C 
par la rotation (0, — =) 
2 


Les équations fonctionnelles (17) et (18) sont évidemment satisfaites par les 
fonctions g(C) et h(C) choisies, et il est aisé de voir que toutes les conditions 
requises sont vérifiées. © 

Revenant aux contours C, et, tels que définis dans la section V on pourra 
écrire 


LR ee ù ky ig 2” ryt 
fee eur ie ANT cep AG p+ a) +0 ei) |p 


avec ©, défini par (44), où l'on a remplacé C et P respectivement par C, et li. 
I 


Mais par le changement de variable = : 


effectué sur la seconde intégrale on 
. vérifiera que 9, = 0. 
La solution régulière se réduit donc, à un facteur multiplicatif près, a 
fs ex {5 Le( = os ot o(e _ =.) = exp | iy re a| 
hou vr lata ral b : as 
avec | 
ReVi+te>o0. 
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Revenant au cas général, précisons qu'on pourrait, tout comme dans le 
premier exemple, construire des solutions satisfaisant sur OB a une condition 


Q — F; (r) ee, 


où F,(r) est un polynome en r donné de degré q. 

La validité du deuxième théorème d’unicité est encore acquise; les calculs 
sont très voisins de ceux déjà faits de sorte qu'il ne paraît pas nécessaire 
d’insister plus longuement. = + FL 

Signalons pour conclure l'intérêt que pourrait présenter au point de vue 
physique certaines des généralisations envisagées. Revenant au problème 
proposé au début de ce Mémoire, on pourrait, dans une théorie plus précise, 
tenir compte des ondes à la surface libre de l'océan. | 

Dans ce cas, toujours dans l'hypothèse d'une distribution hydrostatique, la 
pression au point de coordonnées x, y sur OB pourrait être représentée par 


P pal) AS qi eis! + 2 els't+bax) + x elot—be) 
= période de la houle de surface, D, gs, 7, coefficients constants. 
oy 


Le problème étant linéaire, on adopterait la représentation 


7 =P— P= 9(%, y) et + O(a, y) er, 


où © est la fonction déjà calculée (à un changement d'échelles près) et ® 
solution de : 


Ab — AA g =o dans le secteur BO x, 
œ., ‘ pig Ne Lin bin mes x 
dy À, D) akg (2 0) 20 Ge S105 


D = gq, E+ quete, a= bcos6 sur OB. 


Mais nous sommes en mesure de résoudre explicitement un tel systéme, 
comme on l’a montré plus haut. 

Il semble cependant qu'au regard du phénomène physique étudié au début 
de ce Mémoire, l'effet de ces ondes de surfaces soit secondaire, car leur ampli- 
tude et leur période sont faibles en comparaison des caractéristiques analogues 
de la marée. 
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SUR QUELQUES EXTENSIONS 


DE LA 


NOTION DE DISTRIBUTION!) 


Par M. CHarces ROUMIEU. 


INTRODUCTION. 


Depuis l'introduction par Dirac de sa « fonction » 6(a), la nécessité d'élargir la 
notion de fonction s’est imposée aux mathématiciens en des domaines divers, et 
la théorie des distributions développée il y a une dizaine d’années par 
M.. Schwartz est venue réaliser une synthèse satisfaisante entre les solutions 
très variées apportées à ce problème. On en connait le principe : Les distribu- 
tions sont les fonctionnelles linéaires et continues sur un espace de fonctions 
convenablement choisi. L'espace @ de M. Schwartz est celui qui conduit au plus 
petit espace de distributions permettant de dériver indéfiniment toute fonction 
continue. Mais bien d’autres espaces fondamentaux sont possibles, conduisant 


- à des espaces de distributions plus ou moins intéressants. MM. Gelfand et Silov 


en ont proposé et étudié quelques-uns [43]. Par ailleurs, Fantappié [ 121, avant 
même la théorie des distributions, et plus tard Kôthe [19] et Grothendieck [15] 
ont étudié les formes linéaires continues définies sur certains espaces de 
fonctions analytiques. 

Les espaces fondamentaux @({M,}) étudiés dans le chapitre I sont des 
classes non quasi analytiques de fonctions indéfiniment dérivables à support 
compact. Leur topologie est la limite inductive de celles d'espaces normés, mais 
ce n’est pas en général une limite inductive stricte; ces espaces généralisent les 
espaces de suites étudiés par Kôthe [18]. Le dual @'({M,}) de @( {M,} ) est 
un espace de distributions généralisées. La théorie de ces nouvelles distributions 
se développe de façon analogue à celle des distributions ordinaires. Toute 

(1) Thèse Sc. math., Paris, 1959. 
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SE@'( {M,} ) est égale à une somme infinie de dérivées de mesures de supports 
contenus dans un voisinage arbitraire du support de S; mais, contrairement à 
ce quia lieu pour une distribution ordinaire, il existe des distributions généra- 
lisées de support origine qui ne sont pas égales à une somme infinie convergente 
dans un @'({M,} ) de dérivées de la mesure de Dirac. 

Les espaces fondamentaux envisagés dans le chapitre II, s introduisent natu- 
rellement lorsqu’on étudie la transformation de Fourier des distributions géné- 
ralisées. Mais il est intéressant d’étudier ces espaces en eux-mémes, et plus 
particuliérement ceux qui contiennent un sous-espace dense de fonctions analy- 
tiques. Les distributions généralisées opérant sur ces espaces apparaissent 
comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui 
permet de définir leur support. 

Le chapitre III est consacré à l'étude de la transformation de Fourier des 
distributions généralisées et aux applications. Il y est fait largement appel 
aux techniques de la théorie des fonctions entières de type exponentiel. Les 
applications sont de deux types : 


— D'une part, nous avons cherché à préciser la structure des distributions 
généralisées : chaque classe est engendrée en appliquant à des fonctions un 
certain opérateur différentiel d'ordre infini. Le théorème de Titchmarsh sur le 
support du produit de convolution s’étend aux classes @'({M,}):; par contre, 
les espaces plus généraux envisagés dans le chapitre IT contiennent des couples 
de distributions généralisées à support non ponctuel dont le produit de convo- 
lution est à support ponctuel; 

— D'autre part, nous montrons que les distributions généralisées définies 
dans ce travail permettent de résoudre des classes très générales d'équations de 
convolution. 


Je ne saurais terminer sans témoigner ma reconnaissance à M. Jean-Pierre 
Kahane pour les conseils et les encouragements qu il m'a prodigués au cours de 
ce travail. Je suis heureux de pouvoir remercier aussi M. Laurent Schwartz pour 
le bienveillant intérêt qu'il m'a manifesté, ainsi que MM. Pierre Lelong et 
Charles Ehresmann. 


L 


CHAPITRE 1. 


DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES CONSTRUITES SUR DES CLASSES 
NON QUASI ANALYTIQUES. 
1. Étude de certains espaces vectoriels topologiques. 


Les espaces vectoriels topologiques étudiés dans ce paragraphe généralisent 
les espaces étudiés par M. Kôthe sous les noms de « gestufte Raum » et 
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« Stufenraum » [18]. Ils comprennent comme cas particuliers la plupart des 
espaces étudiés par MM. Gelfand et Silov [13]. Ils ont les propriétés essentielles 
des espaces £(F) de MM. J. Dieudonné et L. Schwartz [11] sans cependant 
entrer dans cette catégorie. Notre propos n’est pas d’en faire une étude complète 
mais seulement d'établir les propriétés essentielles pour la suite de ce travail. 

Soient ¥ un espace normé; {M,} une suite positive (p—o, 1,2, ...); onse 
limite pour simplifier à une suite simple, mais les raisonnements sont valables 
pour une suite à plusieurs indices; on considère l’espace E(#, {M,} ) des suites 
F=/{f,}, où f,E%, vérifiant 


(1.1.1) | fp || AAPM, (HR OS Sle ly, din 


où || f,|| désigne la norme de f,, A et A des constantes pouvant dépendre de la 
suite { f,| considérée. 

Soit E(#, {M,}, k) le sous-espace de E(#, {M,}) formé des suites 
FEE(F,{M,}) vérifiant (1.1.1), À étant maintenant fixé; pour toute 
FEE(#, {M,}, 2), on peut poser 


PAR 
WM, 


(ANE eo || F ||,= sup 
: p>0 


|| F ||, est une norme sur E(#, {M,}, A); la topologie de E(#,{M,}, 2) sera 
celle définie par cette norme; on a évidemment 


(4.423) E(%, {Mp}, M)CcE(#,{M,},h) si A’'Zh 


et il est clair que la topologie de E(#, {M,}, A’) est plus fine que celle de 
E(#, {M,}, h). 

E(#, {M,}) est la réunion des E(#, {M,}, 4) lorsque À varie; on peut 
d’ailleurs supposer que / ne prend que des valeurs entières. Il est commode de 
munir E(#, {M,}) de la topologie la plus fine rendant continues les applications 
canoniques de chaque E(#, {M,}, À) dans E(#, {M,}). C’est la limite inductive 
des topologies des E(#, {M,}, A) ({7], 1, p. 61). Un système tondamental de 
voisinages de l’origine, dans cette topologie, est formé des ensembles V({ yn} ) 
définis de la façon suivante ; { 4,} est une suite positive; V({ 4, |) est l'enveloppe 
convexe de la réunion des sphères de rayon , contenues dans chaque 
E(#, {M,}, h), c’est-à-dire l’ensemble des F de la forme 


(41.4) F= ME; MeE(F, M} 4); [Flan 


h 
A 03 An=o, sauf un nombre fini; Due I. 
\ h 


Proposition 1. — Soit (A, h) l'ensemble des FEE(#, {M,}, h) tels que 
IF; ZA, c'est-à-dire l'ensemble des F ={f,| vérifiant (1.1.1), A et h étant 


44 C. ROUMIEU. À 


fixés. Pour qu'un ensemble soit borné dans E(F, (M,}), a faut et il suffit qu'il 
soit contenu dans un G(A, h). ; sf 


Cette proposition exprime qu’un ensemble est borné dans E(#, {M,})siet 
seulement si il est contenu dans un E(#, {M,}, 2) et y est borné. Cela découle 
d’un résultat général de A. Grothendieck ([14], p. 78); voici d’ailleurs une 
démonstration directe. La condition est évidemment suffisante. Montrons 
qu’elle est nécessaire : Soit @ un ensemble borné dans E(#, | M,}); supposons 
qu’il n'existe pas de constantes A, A donnant lieu à (1.1.1) lorsque {/,} par- 
court @. On peut alors trouver une suite de nombres positifs K, tendant vers «, 
une suite de F,—{ /,,-} appartenant à @, et une suite d’entiers p, telles que 


ll Fone [| KM, 


d’autre part, pour que les cF, soient contenus dans un V({7,,}) donné, il faut 


qu’on ait, d'après (1.1.4), 
© [for || sup nn hPrMp,. 
h>di 


On obtient une contradiction si la quantité (K,)’"supy,A? tend vers zéro 
h>1 


lorsque r tend vers l'infini; cela a lieu si mZint| VE | » ce qui est toujours 


possible. 


… Proposition 2. — Pour qu'une forme linéaire sur E(# {M,}) soit continue, 
il faut et il suffit que l’image de toute partie bornée soit bornée. 


Dans tout espace vectoriel topologique, l'image de toute partie bornée par 
une forme linéaire continue est bornée. La réciproque est une propriété clas- 
sique des espaces normés ([2], p. 54). Elle s’étend facilement aux limites 
inductives d'espaces normés : soit H une forme linéaire bornée sur E(#, {M,}); 
elle définit par restriction, sur chaque E(%,{M,}, 2) une forme Linéaité 
bornée, donc continue. Ainsi, la restriction de H à chaque E(#, {M,}, A) est 
continue: c’est une condition nécessaire et suffisante pour que S soit continue 


(EL p62). | 

Remarque. — En général, E(#, {M,}) n’est pas une limite dut stricte 
CEA D: 64); si h< h, la topologie induite sur E(#,{M,}, h’) par 
E(#, {M,}, 2) n'est pas identique à la topologie de E(#, {M,}, A) ainsi que le 
montre l'exemple suivant : 


Soit & l'ensemble des nombres complexes; À > 1 étant donné, considérons 
les suites F,=— { f,,,,} définies par 


Son=h?M, pour pÆn;  fyn=h"M, pour pin. 
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On a | 
F,eE (5, {M,}, 1); RIT LE I| Fr lat. 


Les F, sont bornés dans E(%, {M}, 2), mais non dans E(#, {M,}, 1). 


L'espace E’(#, { M,}) puan ne E(S, {M, |. £ 


Lemme. — Soit FER(S, (M,}) (Fast fo} )3 désignons par F, la suite 
POS OMMNL fp 0450, ass } ; alors la série Sr, est convergente dans K( #, {M,} ) 
1s) 


uniformément lorsque F parcourt un ensemble borné dans E(F, {M,}) et l'on a 
(4.4.5) Fed DF 
p=0 


En effet, lorsque F parcourt @(A, A), les relations (1.1.1) sont satisfaites 
par toute F. Soit alors H >A; ona 


g=0 
P 


Pp à : | 
) tend vers zéro, ce qui prouve que Se 


lorsque p tend vers l'infini, (x 


; q=0 
converge vers F dans E(#,{M,}), donc dans E(#,{M,}) uniformément 
lorsque F parcourt @(A, h). 


Proposition 3. — Désignons par g les formes linéaires continues sur F, par 3" 


le dual de #, muni de ap norme || g'||= sup [g(f)|. Le dual E'(&, {M,}) de 
Wale 


E(#, {M,}) est l’espace des suites G = { gy}, où g,€ %', vérifiant 
(1.1.6) le 1=0( aoa) (po) pour tout h 


et le produit scalaire est donné par 


æ, 


(1.1.7) G(F) =» & (i). 
p=o0 
La topologie de E'(#,{M,}) est définie par la famille de semi-normes 
IGIk= “ii IG(F)|elona 
(Fila 
(te) … AGE M gl 


p=0 


Muni de cette topologie, E(F, {M,}) est complet. C’est un espace de Fréchet. 
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Pour la démonstration, observons d’abord que (1.1.6) entraine 


>, he Mp || gp || < + pour tout A, 
P=0 
car on peut écrire 


a \ 


DZ Mp ||8» || <> ») RIDE Mp || 8» ||]: 
p=0 p=0 

Soit alors G une forme linéaire continue sur E(#, {M,}); désignons par 
E,(#, {M,}) le sous-espace de E(#, {M,}) formé des suites F, de la forme 
(0,0, ...,0, fy, 0, 0,... }. La topologie induite par celle de E(#, {M,}) sur 
E,(#, {M,}) est identique à celle de l’espace & pour /,. La restriction de G a 
E,(F, {M,}) est isomorphe à une forme linéaire g, définie sur #. On peut alors 
écrire, en utilisant le lemme et la continuité de G, - 


G(F) => G(F,) =D 8 (Jo) ; 


p=0 p=0 


la série D gp(f>) étant uniformément convergente lorsque F parcourt un 
== 
ensemble borné dans E(#, {M,}). 
On a, si || F ||, <1, c’est-à-dire || f,|| <A?M,, 


|G(F) | 211 8( fo) |S 4? Moll gp lls 


p=0 *. p=0 
d’où 


GLS 2 M, | || 
a PR ST rt 
D'autre part, soit À donné; quel que soit « <0, il existe /,€ F tel que 
\folZhPM,; lee Mp Bp || — <: 


Quitte à multiplier chaque /, par une constante convenable de module 1, on 
peut supposer g,(/,) réel et positif; on a alors, en posant F ={ /,}, 


FEF({Mp}, 4), © || Flat 


et 
.- 7 €, . 
GH) = Der) (HM leo 5) =D Me Mp le, || —ae. 
Lie p=0 p=0 + pao. . | j 
D'où 


DM, 18112 G(F) +26 2 |G |, t as, 


p=0 


ce qui achève la démonstration de (1.4.8) 
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Le fait que E’(#, {M,}) est complet résulte immédiatement, d’après ([8 |, 
p. 12), de ce que E(#, {M,}), limite inductive d’une suites d’espaces normés, 
est bornologique. | 


PROPOSITION 4. — Lorsque F parcourt un ensemble borné dans E(F, {M,})et G 
un ensemble borné dans E'(#, {M,}), le produit scalaire G(F) reste borné. Si l’un 
des deux converge vers zéro, l’autre restant borné, le produit scalaire converge 
uniformément vers zéro 


La première partie de l'énoncé résulte de la définition des ensembles bornés 
dans E’(#, {M,}). La définition de la topologie de E/(#, {M}) montre que 
G(F) converge uniformément vers zéro lorsque G converge vers zéro, F restant 
borné. Supposons maintenant que F converge vers zéro dans E(#, {M,}), 
G restant borné; il existe alors des nombres A, tels que || G|;:< Ay. Si F appar- 
tient à un voisinage de l’origine dans E(#, {M,}) défini par une suite {n:}, 
on a, d'après (1.1.4), 


|G(F) |) Anna. 


h 
Si l’on choisit {n,} de façon que 1, on aura |G(F)|<e, ce qui achève 
la démonstration. 
2. Les distributions généralisées. 
Soit @ l’espace vectoriel sur le corps des nombres complexes des fonctions 
à valeurs complexes définies et indéfiniment dérivables sur la droite, à support 


compact. À toute suite positive {M,} (p—0, 1,2, ...) on peut associer le sous- 
espace O( { M, }) de @ formé des fonctions /(æ)e @ vérifiant 


(T2) [fP)(x) | ZARr M, (piton; 40) pour un A, un h, 


Proposrrion 1. — Soit {M°} la plus grande suite logarithmiquement convexe 


‘telle que M <M,. Alors O({M,}) = @({ M;}). 
Démonstration [21], n° 6.7.11. 


On pourra sans diminuer la généralité supposer la suite { M, } logarithmique- 
ment convexe, c’est-à-dire ; 


(1.2.2) (M,)?2 Mp1 Mp. 
Proposition 2. — La suite {M,} étant logarithmiquement convexe, chacune des 
conditions équivalentes 


(4.2.3) 
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est nécessaire pour que @({M,}) contienne des fonctions non identiquement nulles ; 
à chacune de ces conditions est suffisante pour que DIM »}) contienne, quel que 
| soite >o, une fonction p: (a) non négative, paire, ‘de support (—E€, + €) 
x vérifiant 
+E 
of (1.2.4) f pe(æ) dx 1. 


— 


La première partie de la démonstration résulte du théorème de Denjoy- 
Carleman [9]; l'existence, moyennant la condition (1.2.3) d’une fonction 
| €@({M,}) non négative, paire et de support (—<. +¢) est un résultat de 
LES M. S. Mandelbrojt [21 |. Il suffit de multiplier cette fonction par une constante 
| convenable pour qu’elle satisfasse aussi (1.2.4). 


; Remarque. — On déduit immédiatement de (1.2.4) que p.(æ) converge vers 
: TER la mesure de Dirac à, dans l’espace des mesures à M kbc compacts, lorsque € 
Ru tend vers zéro. 

On désignera par JI l’ensemble des suites { M, } vérifiant (1.2.2) et({ “2:94 
Le cas où M,—+ à partir d’un certain rang n’est pas exclu, mais on sup- 
posera toujours M, fini. SiM,—+ pour p > po, O({M,}) est identique à @. 
Dans tout le chapitre I, on n’envisagera que des espaces a {M,}) pour lesquels 
{M,}Eem. 


Corotiae. — O({M,}), considéré comme sous-espace de @, est dense dans ©. 
Soit f(x) EM; posons 
few) =f flat) pele) a} 


ona | 
| pe? (w) |< Ah? Mp, 
d’ou 
Ao) 12 ft ee — 9 Law pf seria 
Je(z)E@({M, }). 
Lorsque ¢ tend vers zéro, e.(æ) converge vers 6 et f.(æ) vers f(æ) dans @. 


Paorosrron 3. — Soit I un segment; Q; des ouverts formant un recouvrement 


de I. On peut associer à chaque Q; une fonction a(æ)E D({M,}) possédant les 


propriétés suivantes : 
‘ 


a. «(æ)==0; le support de «;( x) est dans Q,: 
> D. &(æ)=0 sauf un nombre fini et La(2) ML, 
: b we 
On peut supposer les Q; en- nombre fini; car s il y en avait une infinité, on 
pourrait toujours en trouver un nombre fini formant un recouvrement de let 
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poser «;(æ) =o pour les autres. Associons alors a chaque Q; un ouvert Q' de 
telle façon que les Q) forment un recouvrement de I et que Q, COQ; Soient B;(x) 
des fonctions en escalier possédant les propriétés : a. le support de f;:(æ) est 


dans Q; ; b. > Bi(æ)= 1. Il existe € > o tel que tout segment de longueur 2e 


ayant son milieu dans Q soit contenu en entier dans Q;, Posons alors 


&(æ) = i 0.(x — &) B,(&) dé; 


on vérifie immédiatement que les «;(2) satisfont aux conditions voulues. 


Toprotocm pe ({M,}). — @({M,}) est la réunion des sous-espaces 
@(iM,},1,h) formés des fonctions f(x)E@({M,}), de supports contenus 
dans le segment I, vérifiant (1.2.1), A étant maintenant fixé. On définit une 
norme sur @({M,}, I, À) par 


: .5 — a Lx. 3 (P) : . 


En général, on dira que des f;(æ) convergent vers zéro (resp. forment un 
ensemble borné) dans @({M,}) si et seulement si elles sont contenues dans un 
même @({M, }, 1, 2) et y convergent vers zéro (resp. y forment un ensemble 
borné). : 

Cependant, pour pouvoir appliquer à ®({M,}) le théorème de Hahn-Banach, 
il est nécessaire de munir cet espace d’une véritable topologie; ce sera la limite 
inductive des topologies des @({M,}, I, 4) lorsque I et A varient. On peut 
d’ailleurs se ramener à la topologie des espaces E(#, {M,}) étudiés au para- 
graphe 1 au moyen de l’artifice suivant ; 

Soit I, le segment(— #, + #); l’espace O({M,}, I, 2) peut être défini comme 
étant l’espace des fonctions f(x) vérifiant 

"| fv) (aw) | AA? M, inf (=) 
g>0 \ |x| 
c'est-à-dire 


(1.2.6) | cf fP(æ) | <Ah? k1M, (OA PRE ME NOM NEO AS Ty Sens 


Soit @ l’espace des fonctions à valeurs complexes définies, continues et 
bornées sur la droite muni de la topologie définie par la norme sup|/f(x)|, 
Soit E(B, {M,}, {1}) l’espace des suites à deux indices { /,(æ)}, où f,(æ) EB, 


vérifiant | LU 3} | 
| fpa(æ)|LARPRIM, ÉD Dar )e 


On peut définir la topologie de E(@, {M,}, {1}) comme celle de E(F, {M,}). 
_ Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 1. | 7 


50 C. ROUMIEU 
L'espace O({M,}) est isomorphe au sous-espace de E(@, {Mp}, {1}) dont les 
éléments f,,(x) sont de la forme x’ f\”)(x). FA oe 

Lorsque M,< +, la topologie de @({M,}), est plus fine que celle induite 
par @; en effet, si des fonctions f;(æ) convergent vers zéro dans @({M,}, I, A), 
chacune de leurs dérivées converge uniformément vers zéro, donc les /;(æ) 
convergent vers zéro dans @. La topologie de @ est donc moins fine que celle 
de @({M,} I, h), quels que soient I, A; elle est aussi moins fine que celle 
de M({M,}). 

Lorsque M,— + pour p>pp, la topologie de ®({M,} )est identique a celle 
induite par l’espace © ([21], 1, p.21). 

Pour qu'un ensemble soit borné dans ®({M,} ), il faut et il suffit qu'il soit 
contenu dans un @({M,}, I, 2) et y soit borné. 

Dans @({M,})comme dans les espaces E(#, {M,}), pour qu'une forme linéaire 

soit continue, il faut et il suffit que l’image de toute partie bornée soit bornée. 


LES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES. — On désigne par ®'({M,} ) le dual de @({M,}). 
Soit S une forme linéaire sur @({M,}). Pour qu'elle soit continue sur Œ({M,}) 
topologique, il faut et il suffit que sa restriction à chaque @({M,}, I, 2) soit 
continue ([ 7], I, p. 60). 

On appellera distributions généralisées les éléments des espaces @'({M,}). 


Proposition 4. — La distribution généralisée S se réduit à une distribution 
ordinaire si et seulement si c’est une forme linéaire continue sur O({ M, }) muni 
de la topologie induite par @. 


Toute distribution ordinaire définit par restriction une forme linéaire sur 
®({M,}) continue pour la topologie induite par @. Réciproquement si S est 
une forme linéaire sur @({M,}) continue pour la topologie induite par @, on 
peut la prolonger de façon unique en une forme linéaire S définie sur @, puisque 
@({M,}) est un sous-espace dense de @; on peut alors identifier S et S. 


Proposition 5. — Lorsque M,=-+ © pour p> ps, ®'({M,}) est l’espace des 
distributions ordinaires d'ordre = py. 


En effet, on a vu que @({M,}) est identique à ® muni de la topologie induite 
par O”; soit SED'({M,}). Alors, S est prolongeable en une forme linéaire 
continue sur @ et cela de façon unique, car @ est dense dans @”. 


Support. — La proposition 2 permet de définir l'égalité de deux distributions 
généralisées sur un intervalle ouvert quelconque : on dira que SED'({M,}) 
est nulle sur un intervalle ouvert Q si le produit scalaire S(/) est nul pour 
toute fE (| M,}) ayant son support contenu dans Q. pam TS 


Lemme 1. — Soient 


f(x) E@({Mp}) et g(x)e®({M}). 


\ 
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Alors, on a aussi 
J(x)g(z)Ee®({M,}). 
En effet, les inégalités 


7?) | =< AhPM, et |g?)| =<BkeM, 
entrainent 


| (fg) |Z AB Ÿ Cehek-?M,M,_, 
à 
et, en tenant compte de la relation M,M, ,<M,M, qui résulte de 
de la suite LogM,, 
| (f8)'” | = ABM, (A + k)°M,, 
ce qui établit le lemme, 
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la convexité 


Si une distribution généralisée S est nulle sur des ouverts Q;, elle est nulle 


sur leur réunion : soit, en effet, 
| f(æ)e@({M,}) 


le support I de f(x) étant recouvert par les Q;; posons 
file) = a(x) f(x), 


en utilisant les fonctions «;(x) définies dans la proposition 3; ona 
f(2)=)> file) 


et le support de /; est contenu dans Q;. On a alors 


S(= HSM =o, 


ce qui établit la propriété. 


On peut alors définir le support d’une distribution généralisée : 


ce sera le 


complémentaire de la réunion des ouverts dans lesquels S est nulle. 


Exemple. — Soit {c,} une suite complexe donnée (p — 0, 1, 2, 
la condition 


fl 


(1.2.7) lim ( |C,|M,)? =o. 
D> œ 

Posons 

(1.2.8) S(f) = Cy f (0). 


Lorsque f parcourt un ensemble borné dans @({M,} ), on a 


| f\?) (x) | ZAh?M,; 


\ 


...) vérifiant 


alors, la série du second membre de (1.2.8) converge absolument et unifor- 
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mément, d'après la règle de Cauchy, et l'on a 


IS(|ZA > #1|C,|1M,. 


p=0 


ce qui prouve que les S(/) sont bornés: La formule (1 .2.8) définit donc une 
distribution généralisée SE ®'( {M,) dont le support est évidemment l’origine. 
Lorsqu'il y a une infinité de c, différents de zéro, S n’est pas une distribution 
ordinaire puisqu'elle ne se réduit pas à une somme finie de dérivées de la 
mesure de Dirac. | 

TopoLocie DE @'( |M,|). — La topologie de @'({M,{) est la topologie habi- 
tuelle du dual: on peut la définir par la famille de semi-normes 


(1.2.9) — ||S|l=sup|S(f)| pour fe@({Mp}, 1, A)} |fla£r. 


Proposition 6. — L’espace G'( | Mp} ) est complet. 5 she i 
En effet, @’({M,}) est le dual fort d’un espace bornologique ([8], p. 12). 


Proposition 7. — Lorsque f parcourt un ensemble borné dans O({M,})etS 
un ensemble borné dans @'({M,}), le produit scalaire S( f) reste borné. Si Pune 
des deux converge vers zéro, l’autre restant bornée, le produit scalaire S( f ) con- 
verge vers 3éro. 


Même démonstration que pour E(#, {M,}) et ENS, {M,}). 


DÉRIVÉES ET PRIMITIVES. — g étant un entier positif, on désigne par {M,,,} la 
suite M,, M,.1, ... dont le terme de rangp est M,,,, et par {M,_,} toute suite 
logarithmiquement convexe Ay, Ay, ..., A1, Mo, Ma, ... dont le terme de 
rang p est M,_, (pour pq). 


Lemme 2. a La dérivation est une application linéaire continue de ({M, ,} 
dans @({M,}). SA Ke 


Evident d’après la définition de @({M,}). 
DÉFINITION ET PROPOSITION 8. — Soit 
S€@'({Mp}); 
la dérivée de S est une distribution généralisée 


S'ED'({Mp1}) 
définie par AK, a 


(1.2.10) : S'(f)=—S(f'), où fEM({ Mp_-+}). 


\ 


pa SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 53 
4 Ag < c 4 EX . I I M 1 
La dérivation est une application linéaire continue de @ ({M,})dans O'({M, ;} ). 
Justification immédiate au moyen du lemme 2. 
Primitives. — Soit S€@'({M,}); on voit en raisonnant comme pour les 


distributions ordinaires, que S possède une infinité de primitives Te D'({M41)) 


définies par la relation T’=S; deux quelconques d’entre elles diffèrent d’une 
fonction constante. 


THéoRÈME 1. — Socent u, des mesures vérifiant 


= à I } 
(1.2.47) J l4eei=0 (aor) (p->+o) 


quels que soient Vintervalle | et la constante h. La formule 


(1.2.12) SES Di a 
p=o0 


définit alors une distribution généralisée Se O'( | M,} ). Réciproquement, toute 
distribution généralisée SE D'({M,,} )peut étre mise sous cette forme. 


Soit fE (| M, ); la formule (1.2.12) s'écrit 


Sif) =>, ents a JP) du: 


; p=o ¥ 


on voit facilement que lorsque f parcourt un ensemble borné dans @({M,}), 
la série du second membre converge absolument et uniformément, ce qui per- 
met de conclure. 

Pour démontrer la réciproque, on utilise l’espace @({M,}) introduit pour 
définir la topologie de @({M,}). S est une forme linéaire continue sur le sous- 
espace O({M,})de @({M,}) et peut être prolongée en une forme linéaire conti- 
nue M définie sur @({M,}). Utilisons la proposition 3 du paragraphe 1. M est 
une suite de mesures sommables y.,, vérifiant 


x 


> D hPkIM, 14 é dual << -Kco 


pao" 0 


pour tout / et tout £. On a, pour toute f(x) EO( {Mp} ). 


=), et fi? (æ) £9 Ap. pg- 


PU > 


Posons 


Pee (—1)f e7 dppq; 


EU 
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on aura alors 


ae 


f(x) dép 


sin=> ar f 


p=0 A 


ce qui donne la formule (1.2.12). On ja, d’autre part, I, désignant le segment | 


(—&, +k), | à 
fidiz> fier dendl ye fi | dép | 
I, q=0 Ik q=0 — © 

et 


2 eo æ FA 
. \ 

Du, la, £Y Sve, f | dpt 
Ip — æ . 


p=0 p=0 q=0 


ce qui achève la démonstration. 


RELATIONS ENTRE LES CLASSES (0! ({M,}). 


Lemme 3. — Soit 1 une mesure à support compact; la formule 
fonks=f fe) du) 
définit une application linéaire continue de @({M,}) dans @({M,}). 
En effet, on a 
(Pe w= fo f(a —t) dale); 
si | f\”)(a)| <Ah?M,, on aura 
[Jk p)| <AhPM, sie | de, 
ce qui permet de conclure. 


Proposition ). — Soient deux suites |M,|, {M!,| appartenant à IN et vérifiant 


(1.2.13) | M, = ol cm, | (p> + ). 


Alors, O(\M,})C@({M,} et @({M’}) est dense dans @({M,}). 
On peut identifier @(\M, |) à un sous-espace de @'( (M, }) 


. 


Il est évident que @({M,})c (| M,}; de plus, si des /;(x) convergent vers 
zéro dans O({M,}, 1, h), elles convergent vers zéro dans un certain @({M,}, 1, H), 


_ car leurs supports sont contenus dans un segment fixe et l’on a 


<P | fi”) (x) |= O( APM’, ) — O(A?M,) pour un H (po). 
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“Soit f(x) €@({M,}); les « régularisées-» 


formées avec la fonction 0.(@)E€@({M,|) définie dans la proposition 2 sont 
dans @({M,}). Lorsque e tend vers zéro, o.(æ) converge vers 6 et f.(æ) converge 
vers f(z), d’ après le lemme 3; donc @({M,}) est ones dans @({M,}|). 
Enfin, soit Se @'({M,}).S définit par restriction une forme linéaire conti- 
nue sur @({M,}), done un élément cn oe et S détermine complète- 
ment S, car ®(}M,})est dense dans @({M,| 


PS, 


Lemme 4. — Sovent {M,} et | M,} deux suites logarithmiquement convexes; la 
suite (9 définie ae 
HT) Qp= inf M, ,.M, 


est aussi logarithmiquement convexe. On a | Q,| e M si et seulement si {M,} EON et 
(M,} eon. 
Posons 


ae et mn, = 
M, M 


Mp = 


Les suites {7,} et {m, | sont non décroissantes et l’on a 


OO, inf 121, Mestre Mr MEM». 1 
Top 


ce qui montre que de est le plus petit produit de p facteurs différents formés 
; 


_Qp 


avec les nombres m,, m2, ..., m,, m,, ...; on déduit de là que la suite ee 


s’obtient en rangeant par ordre de grandeur croissante l’ensemble des aie 


! 


A os ss ee m,, ....La suite Q, est donc bien logarithmiquement convexe 
et ona 


ce qui permet de conclure. 


 Taéorème 2. — L'ensemble je) @'(\M,}|) est un espace vectoriel sur le corps 
{ Mp } € Ot 

des nombres complexes. 
En effet, soient {M,}eM et |M,} eon. Considérons la suite {Q,} définie par 


(1.2.14). On a 
Q,< M,M, ey Q,<M,M;, 


Su te. C. ROUMIEU. L 

donc @'({Q,}) contient à la fois @'({M,}) et ®'({M,}). Étant donné deux Fr. À 

distributions généralisées | k ay 

Se@'({Mp}) et Tea ({M,}), | 

on peut toujours définir leur somme S++ T comme un élément de.@'( {0,10 was 

Lene 5. — Soient {M,}, une famille dénombrable de suites positives | M, } telle | 
que, pour chaque q, {M,}, EM. Il existe alors une suite {Q,}€ MN telle que 


(Q,) = o| (Mp. | pour tout q. 


Posons 
M Sr | ‘ 
ss PY , LAN . { Eu” | 
Mpq — 7) To Mpg = 7 TMpq- 
M,—1,¢ at Hepat 


Considérons la suite { g,} obtenue en Jngennt par ordre de grandeur croissante 
les nombres m,, et posons 


8 Fei . Op Fi'Gs Tp 


Bik y) ne p< +. a = | 


On a donc {Q,} EN et, de plus, 


Ip PT Mpg, d’où Qp<= Mo,g (9? 94)? Mp,g- 


Ona 


ce qui achéve la démonstration. 


Tutortme 3. — Pour que la série de la formule (1.2.12) où les u, sont des 
mesures données, converge dans un @'({M,} ), il faut et il suffit qu'on ait 
J À Ln : 
(1.2.14) > (Cy,,)? <-+ 2 pour tout intervalle 1, | 


p= 


| C,,, | désignant la plus petite suite Re Sn concave majorant iy" | dun | ts 


La condition est nécessaire; en effet, la suite aM ~ étant fogarthmiiguem ent 
concave, on a, d'après (1.1.11), 


: Lota be 


P / 


et (1.2. 14) découle alors de ce que M, Ed. 
La condition est suffisante : en effet, soit I, le “en (er hy + k) il existe 
d’après le lemme 5 une suite {Q,} telle que 


(Q,Ÿ= O fic. pel pour tout #, 


. 
. 
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On peut alors trouver une suite {R,} e M telle que 


Rp nr 


D 
lim! 4" pour tout h 


(lemme 1, § 1, chap. IT). 
On a alors lim CG, M,=— 0 quels que soient A et &, ce qui entraine 


: Mattie ton 
quels que soient l’intervalle I et la constante A. Le théorème 4 permet alors de 


conclure. 


Tatortme 4, — Soi SEM'({M,}). Il existe S, et S_ appartenant aussi à 
O'(M,,}) et vérifiant 


Sone Ss: Bale Os SOU a =< 0); S=—= 0 pourra > 0. 


Soit d’abord une mesure v., dérivée d’une fonction à variation bornée f(x). 
Posons 


Dourmeo Er) =6; fa (an ee 

pour om fs (2) = f(x) = f(— 0); LRO 
et désignons par u., et &_ les mesures qui sont les dérivées de f,(x) et f (x). 
On a évidemment 


D Dee D pOur 0 == 0 pour >'0; 


[raie [idee [ide 


car la variation totale de f(a) est la somme des variations totales de f.(a) et 
f-(x). On passe de là au cas d’une distribution généralisée en utilisant le 
théorème 1. 


de plus, 


Proposition 10. — Lorsque la suite {M,} vérifie la condition 


(2.16) | M, = 01M, |. 


les classes O({M,}) et D'(\M,}) sont dérivables| c’est-à-dire que f(x) € (\M,}) 
entraîne f'(x)€@({M,}) et Se D'({M,}) entraîne S'Ee D'({M,}); conséquence 
immédiate des propositions 7 et 8. 


La relation (1.2.16) sera appelée condition de dérivabilité. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 8 


\ 


t 
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3. Multiplication et convolution dans les @'( {Mp} ). 


LES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT compact. — Soit & l’espace vectoriel 
sur le corps des nombres complexes des fonctions a valeurs complexes définies 
et indéfiniment dérivables sur la droite, à supports quelconques. A toute suite 
(M,} EN, on associe le sous-espace &({M,}) de & formé des fonctions f(x) € & 
vérifiant, sur chaque segment I, des inégalités telles que (1.2.1), les constantes 
A, h pouvant dépendre de la fonction /(x) et aussi du segment I. Le segment I 
et la constante A étant donnés, soit 6({M,}, I, h) le sous-espace de & vérifiant 
les conditions : 


- il existe A tel que sup | f'?)(a) | =AA?M, (pee 1,2, 228 
xeEl 


&({M,}, I, 2) est muni de la topologie naturelle définie par la semi-norme 


ART 
EN eee (2) . 
sup] 7 sup "| 


On désigne par S({M,}, 1) la limite inductive des 6( {| M,}, 1, 2) lorsque / varie. 
L’espace &({M,}) est l'intersection des G( | M,}, I) et sa topologie sera la limite 
projective de celles des 6({M,}, I). On dira que des /; convergent vers zéro 
(resp. forment un ensemble borné) dans &({M,}) si et seulement si elles 
convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans chaque &( | M,}, D. 
En particulier, si des f;(æ)e @({M,}) ont leurs supports qui s’éloignent a 
l'infini, elles convergent vers zéro dans &({M,} ). 


Proposition 1. — L’opération qui fait correspondre au couple 
J(æ), a(x); (Je8({M,}), %2€@({Mp})) 


le produit f(æ)a(æ) est une application bilinéaire hypocontinue de 
&({M,}) >< OC M,} ) dans ®( | M,}). 

Soit I un voisinage compact du support de 4{æ); on établit, comme le 
lemme 1 du paragraphe 2, que les inégalités | 


LfPIZARM, [av] < BoM 


Pp 


valables sur I,, entrainent - 
| (fay?) | < ABM, (A + kK)PM, sur I, 


ce qui prouve d'abord que f2€@({M,}). Ensuite, si f. converge vers zéro 
dans &({M,}, I, k), « parcourant un ensemble borné dans @(\M,}), on peut 
supposer I, B, h, # fixes, et que A tend vers zéro; l'inégalité ci-dessus montre 
alors que fx converge uniformément vers zéro dans DIM}, 1, h+k), done 

dans @({M,}). Ainsi, l'application f + af de &({M,}, 1, 2) dans @({M,}) est 


at — = 
a ve 
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continue quel que soit À, ce qui entraîne que l’application f—> fa de &({M,}, D) 
dans @({M,}) est continue, et par suite l'application f > fa de &({M,}) dans 
@({M,}). On établirait de façon analogue que l'application « > fa de @({M,}) 
dans @({M,}) est continue, ce qui achève la démonstration. 


Proposition 2. — @({M,}) est dense dans &({M,}). 

Soit f(v)ES({M,}). Posons «,(a)E@({M,}) vérifiant a,(æ)—1 pour 
|~|—<n; les fonctions f(x) = f(x) a,(æ) sont dans @({M,) et convergent vers 
f(x) dans E({M,}) lorsque x tend vers l'infini, puisque f,(æ)— f(x) sur tout 
segment fixé dès que n est assez grand. 


L'Espace &'({M,}) DES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT COMPACT. — On 
désigne par &'({M,}) le dual de 6({M,}). Soit S€6'({M,}); S définit par res- 
triction une forme linéaire continue S sur @({M,}) et S détermine S puisque 
@({M,}) est dense dans 6({M,}). Cette distribution généralisée S est à sup- 
port compact, car les nombres S(/;) doivent tendre vers zéro pour toute suite 
de fonctions /;€@({|M,}) dont les supports s'éloignent indéfiniment (même 

. raisonnement que dans | 21 ], I, p. 89). 


Réciproquement, soient Se ®'({ M, ))et à support compact: g(x)e @({M,}), 
égale à 1 sur un voisinage compact K du support de S; quelle que soit 
fES({M,}) le produit f(x) g(x) est dans O({M,}) et égal à f(a) sur K. Le 
produit scalaire S(fg) ne dépend pas de g, ce qui permet de prendre sa valeur 
comme définition de S(f). De plus, lorsque /(æ) converge vers zéro dans 
S({M,}), g(a) restant fixe, fg converge vers zéro dans ®({M,}) d’après la 
proposition 1; on peut donc assimiler S à un élément de &({M,} ). 

On dira que des distributions généralisées convergent vers zéro (resp. for- 
ment un ensemble borné) dans &'({M,}) si et seulement si leurs supports sont 
contenus dans un segment fixe et si elles convergent vers zéro (resp. forment 
un ensemble borné) dans @'({M,}). 


Tutorime 5. — Toute distribution généralisée à support compact SE &'(|M,}) 
est égale à une série convergente dans &'(|M,} ) de la forme 


(15.3.3) S= >) Dep, 


je) 


où les u., sont des mesures de supports contenus dans un voisinage arbitraire du 
support de § et vérifiant 
+ 


(1.3.2) ; Yom, [ |dpp|<-+2% pour tout h. 
r ao 
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D’après le théorème 1, ona | | | 
Hy S= D D'p y" % 
p—=0 
les w, étant des mesures de supports quelconques; Q étant un voisinage du 
support de S, soit a(æ)e @( {M,} ), de support contenu dans Q et égale à 1 sur 
un voisinage compact du support de S. Pour toute fe ( {M,}), ona 


S(f)=S(«/) =Y iv f 
p=0 


a+ = +s L 
(af)? dip =D y ff duty | 
=e ’ P=0 do " 
où les y, sont des mesures de supports contenus dans Q définies par 
1 ~~ 7 4 
B= D (— 1) Chg 2 pag: > ; 
‘ C0 


Il existe des constantes A, A, telles que 


i + oe ’ / 
=~ | ap) | =< A(A,)? Mp, d’ou i | db, | PA Grieg GYM [| dipl, 


q=0 


et, en utilisant la relation \ 
MM, MoMp+4 À 


qui découle de (1.2.2), on a, quel que soit h, 


Du, ftp AD Leo ny eM [laps] 


p= p=0 q=0 


ZAM, DY + M, [dpt 
Q 


: p=0 
ce qui permet de conclure. 


Remarque. — II n'est pas possible d'améliorer le théorème 5 en remplaçant 
dans son énoncé l’expression « dans un voisinage arbitraire du support de S » 
par « dans le segment support de S ». Voir la remarque qui suit le théorème 4 
du chapitre II. 


PRODUIT MuLriPLiCAMIF. — La proposition 2 permet de justifier l'énoncé suivant : 


DÉFINITION Er PROPOSITION 3. — Soient SEM! ({M,})et fe (| M,}). Le produit 
Sf est une distribution généralisée € ®'({M,,|) définie par la formule 
(1.3.3) Sf(«)=S(fa) pour toute «E@({M,}), 


n° 


l'opération qui fait correspondre au couple S, f, le produit Sf, est une application 
bilinéaire hypocontinue de D'({M, ) >< D({M,}) dans @'({M,}). | 
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TT — On utilisera maintenant la notation S(a) indiquant la 
variable a dont dépend une distribution généralisée et la notation f S(2) /(@) dx 


pour le produit scalaire. 


DÉFINITION ET PROPOSITION 4. — Soient SEP ({M,}) et fEM(IM,) 
(resp. SES'({M,}) et fES({M,}) ]. La formule 


(1.3.4) Sk f= | SC) fie +8 ai 


définit une fonction continue S x f appelée régularisée de S par f. L'opération qui 
fait correspondre au couple S, f la re S x f est une application bilinéaire 
hypocontinue de 


Di Mp} ) x D(IM,}) (resp. &'( {Mp} ) x (| Mp} )| 
dans l’espace C des fonctions continues muni de la topologie de la convergence 
uniforme sur tout compact. 
Faisons la démonstration pour 


Se@'({M,}) et fe@({M,}); 


en utilisant le théorème 1, on peut écrire, les p., désignant des mesures 


Sk/— [re —2) ane); 


p=0 


a variant sur un segment J, la fonction f(a — &) de la variable € parcourt un 
ensemble borné dans @({M,}); alors, la série prédédente est uniformément 
convergente et, puisque chaque terme f f(x —€)du(&) est une fonction 


continue, la somme SxS, est continue. De plus, si fE€@({M,}, I, A), on a la 


relation 
[Sa ALIS IAF 


ce qui permet de conclure. 
Proposition 5. — Silaclasse @({M,} ) est dérivable [vérifie (1.2.15) | le produit 


2 
de convolution est une application bilinéaire hy pocontinue de D'({M,}) < @({M,}) 
dans & [resp. de &'({M,}) < &({M,}) dans 6]. 


En effet, dans ce cas, la somme 


a 


| Dd frre) dene 


p=o0 


peut étre dérivée terme a terme indéfiniment. 


eye Pee 
4 PE 


~ 
4 
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Proposition 6. — La régularisation est une application bilinéaire hypocontinue 
de @'({M,|) < @({Q,}) dans &({M,}) [resp. de &'({M,}) x 6({Q,}) dans 
&({M,,})]; on a posé 

Qp= inf MM, y. 
q<P 


En effet, on a dans ce cas 


La + 
(Sk f=), jh for? (a —E) dg (é), 


q=0 
d’ou les inégalités 


(Sef)? ZA DMI Qn ey i | dl ZARPM, D hiM, cf | dal, 


p=o q—0 
où Q est un voisinage de support de /; cela permet de conclure. 
Convozurion. — La proposition 6 permet de justifier l'énoncé suivant : 


DériNTION Er PROPOSITION 7. — Soient SE@'({M,}) et TE&(iM,}) 


_ [resp. SE6'({M,}) ec TES ({M,})]. La formule 


(1.3.5) [(SkTJte)de= [ST dr: fE@({My]) resp. feë(1M,))) 


où Ÿ désigne la distribution généralisée déduite de T par symétrie par rapport à 
l'origine et Q,= inf M,M,., définit une distribution généralisée SXTEe®'(\Q,}) 

q<p i 
appelée produit de convolution de S et T. 

L'opération qui fait correspondre au couple S, T le produit de convolution S x T 
est une application bilinéaire hypocontinue de @'({M,})<&'({M,}) dans 
D'(1Q}) [resp. de &'({ M,}) >< &'({M,}) dans &'({ Q,} )]. 

Remarques. — a. D'après le lemme 3 du paragraphe 2, le produit de convolu- 


tion de deux distributions généralisées appartenant à de D'({M,}) dont l’une 
| ; à {Mp} €: 

est à support compact, est toujours défini. Last 

b. Lorsque S et T sont données par des séries 


s=S De, r=Y Dry, 
p=0 


p=d0 


le produit de convolution est donné par 


= Pp 
S*xT =. Dr avec = DURE 


PE? q=0 
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Pour le prouver, il suffit de montrer que la série double 


D SD epee) 


p=0 g=0 


est convergente dans '( | Q,}), c’est-à-dire que la série numérique 


DD f took vn fern (a) de 


p=9 g=0 


est absolument et uniformément convergente lorsque f parcourt un ensemble 
borné dans @({Q,}). Supposons, par exemple, que S soit à support compact. 
Soit I un voisinage du support de S. On peut supposer que les mesures p., ont 
leurs supports contenus dans I. On a, pour tout segment J, 


flare edie fra x f | dp, | 
J “1 TJ 


on en déduit, si| /'”)| =< Ah?Q,, 


i, if FO” (x) dk By) 


p=0 q=0 


=A Duo. [rave f | du 
; I [=i 


=0 g=0 


ZA Sram, [ave fier 
I I—J 


p=0 g=0 
Se f ami) (Zoo fj) 
I tJ 


ce qui établit la propriété annoncée. 


PROPRIÉTÉS DU PRODUIT DE CONVOLUTION. — La remarque précédente permet 
d’étendre facilement au produit de convolution de deux distributions générali- 
sées les propriétés classiques du produit de convolution de deux distributions 
ordinaires; en particulier 


S*%T=TS. 

à étant la mesure de Dirac, Sx8=S. 

La dérivée de S% T est S'XT ou S*%T’. 

Le support de SX T est contenu dans la somme des supports de S et T. La valeur 
de SxT dans un ouvert Q ne dépend que des valeurs de T dans Q-I, st I est le 


support de S. 


On peut définir le produit de convolution d’un nombre quelconque de distri- 


Ona 
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butions généralisées appartenant a | } @'(M,) qui sont toutes, sauf une au 
{Mp } EIN . . . . . eb, 
plus, à support compact. Ce produit est associatif et commutatif. Voici mainte- 


A : 5 . . Vi A ’ = s 
nant, comme application de la régularisation, un théorème d’approximation. 


Tuorime 6. — Quelles que soient les suites {M,}eM et {M,}Eon, 
l'espace G({M',}) est dense dans ('( | M,} ). 


On a déjà vu que @({M,}) est dense dans &({M,}). Il suffit de montrer 
que &({M\,}) est dense dans D'({M,}). Soit 


pe(æ) EM( { Qp} ) Der int M,M,_,) 


la fonction définie dans la proposition 2 du paragraphe 2. Soitalors S € @'({ M,}). 
Les régularisées S x o.(æ) sont dans &({M!,}); lorsque € tend vers zéro, p.(æ) 
converge vers la mesure de Dirac à dans l’espace &'({-+ + }) des mesures à 
support compact; ({+ 0} désigne la suite Ms=1, M,—= + pour p >0) 
et Sxko.(æ) converge vers S dans @'({M,}). | 


L’espace '({M,}) DES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES A SUPPORT LIMITE A GAUCHE. — 


On peut définir le produit de convolution dans d’autres cas que ceux que nous 
venons d’étudier. En particulier, soit ®_({M,})[resp. ..( | M,})] le sous-espace 
de S&({M,}) formé des fonctions €6({M,}) a support limité à droite (resp. à 
gauche). Le dual de @_({M,})[resp. ®,({M,})] est le sous-espace @'({M,}) 
[resp. D'({M,})] formé des distributions généralisées à support limité à gauche 
(resp. à droite). 

On peut définir le produit de convolution SX T, avec 
SED,({M,})  Te®,({M,}). 


S x Fe®,({Q»}), avec ©Q,=— inf M,M,_.. 
q=p 
Tutorime 7. — Lalgébre de convolution des distributions généra- 
lisées SE asl D,({M,}) n'a pas de diviseurs de zéro. 


{Mp} Eon } 


La démonstration est analogue a celle relative aux distributions ordinaires (21, 
II, p. 29). 
CHAPITRE II. 


DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES 
CONSTRUITES SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS ANALYTIQUES. 


Les espaces fondamentaux étudiés dans ce chapitre ont été déjà considérés 
par MM. Gelfand et Silov. Ces auteurs ont surtout étudié ceux obtenus avec des 
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suites de la forme M, = p*? etN,= p*”(« et f constantes). Dans notre travail, nous 
avons considéré plus particulièrement des espaces 8({pl}, {N,}) formés de 
fonctions holomorphes dans une bande, nulles à l'infini. Les LAON géné- 
ralisées construites sur S({pl}, {N,}) apparaissent comme valeurs limites de 
fonctions holomorphes dans un demi-plan, ce qui permet de définir leur support. 


L'idée d'utiliser un espace fondamental de fonctions analytiques pour géné- 
raliser la notion de distribution a été développée par M. Kôthe [49]. Mais cet 
auteur s'est limité au cas des fonctions analytiques sur une courbe fermée. 
L'extension à la droite pose des problèmes nouveaux. 

L’espace S({pl}, {N,}) ne contient pas de fonctions trop rapidement décrois- 
santes ; à cause de cela, son dual S’({pl},{N,))ne contient pas de distributions 
généralisées très rapidement croissantes. Nous indiquons une méthode qui 
semble permettre de définir des distributions généralisées ayant une croissance 
arbitrairement grande comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans 
un demi-plan. 


4. Quelques propriétés de certaines suites et de fonctions associées. 


Les propriétés rappelées au début de ce paragraphe se trouvent dans (21, 
chap. I). 

Soit {M,} une suite positive logarithmiquement convexe (p —0, 1, 2, ...); 
on appellera fonction associée a cette suite la fonction 


(2540 1) M(r) =sup ( p Logr — Log a) 
eek fonction M(r) est non décroissante et nulle pour ia - Soit m(r) le 


peace des rapports ;; Me m, dont la valeur n’excéde pas r. On appelle m(r) 


la fonction de distribution de la suite {m,}; on a 


m (A) 
= Log =f Log 5 dm ( nef dh, 


aM dM (r) 
nn) =r = 


dr ~ d(Logr) 
Cela montre que M(e°) est une fonction convexe. On a les inégalités 


(2.1.2) m(Z) 2M (r) m(r) Log. 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. 9 


a 


MR in 7 


ptf) i 
M 


6 VA 


ne CS, Sos ee oh) ve 


+ 
+ 


ares 
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Réciproquement, toute fonction M(r) nulle pour r ri, telle que 


à =, dM(r) + 
We 7 == d(Logr) 


soit non négative, non décroissante et a valeurs entiéres, est associée a une 
suite | M,} définie par 


(2.1.3) LogM,= sup(p Logr — M(r)) (p= 6; 112,8; ae 
Lorsque M,— + © pour p > po, ona 
(2.1.4) M (r) = po Logr + 0(1) (r— 2). 


La condition «M,< + 2 pour tout p » équivaut à 


(2.1.5) lim de 00 oua lim m(r)=+ 00. 


La condition de non quasi-analyticité (1.2.3) équivaut à chacune des conditions 
suivantes qui sont équivalentes : 


(2.1.6) sf MO tp <0 ; f PU dr ctw. 


Les conditions équivalentes 


ee GS eae ee US ee eae ee 
eae Rs op OR a rer Oe A 


sont des conséquences de la condition de non quasi-analyticité. 
La condition de dérivabilité (1.2.16) équivaut a 


_ m(r) 
= Logr 


(2.1.8) 


>o 


Soient deux suites {M,}, {M} positives logarithmiquement convexes, M(r) 
et M'(r) leurs fonctions associées; la fonction associée à la suiteQ,—infM, ,M, 
; q<P 


est Q(r) = M(r)+M'(r); en effet, on a vu p. 55 que la suite q,— oe s obtient 
p—1 


. ' d 
en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres m,, m,:r ot est le 


nombre des m,, m, dont la valeur ne dépasse pas r, c’est-à-dire re +r et 


Lemme 1. — SoitS,€ MN, il existe une suite |M,} EN vérifiant 


; : Ae | 
(2.1.9) Jim Metro ~ lim “3 —o quel que soit h. 
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Ce lemme équivaut à la propriété suivante des séries à termes positifs : 
Soit m, > 0, non décroissant, vérifiant 


wn 


I 
D — ae £93 
My 


Il existe 7, > 0, non décroissant vérifiant 


a 


alee. ES 
— < +0; lin ). 


mM, P>> Mp 


Cela est connu [6], au moins si l’on supprime la condition « non décroissant ». 
On se ramène a ce dernier cas par la transformation d’ Abel en posant 


fs : ( I PERD I I 

=. ÈS à Pre SS See 

k . À Mp Mp+1 ) ; ; P nm Miss 

Lemme 2. — Sout T(r) une fonction non négative, non décroissante, vérifiant 


| pee ari En Too 


2 


Il existe une suite |M,| € MN dont la fonction associée M(r) vérifie 


: r 
lim IM(;) —T(7 | —+o quel que soit h. 


Grâce à (2.1.2), il suffit d'obtenir 
1 A , , —= 
Jim ae SS (7 | + pour tout À. 
On peut supposer T(r) à valeurs entières et nulle pour r£r,(r, >0); c'est 


alors la fonction de distribution d’une suite {s,} et la condition à obtenir 
équivaut a ( 


il suffit alors d'appliquer le lemme 1. 


Lemme 3. — Si la suite {M,} vérifie la condition de dérivabilité (1.2.16), il 
existe une constante k vérifiant 


(2.1.10) fe ann dr<+o. 


En effet, d’après (2.1.8), il existe a > tel que 


dM (nr) 
PPT) 4 


7 Md Ss y Ce + AP: (ire \ rs od, Mt 2 Le mi 
r . « ie j % Li x 4 we eee ae ‘ 

“A f > + 4 Ws Le v 

18 NAME TS E 

pe i \ a : ; ‘4 , \ 
21 pat | 

RAT TR, f 
“4 | | | l F MIEU. — 
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LA ‘ 

4. On aura alors 


M (kr) — M(r) > aLogk Logr, — 


a 


aes ai 


Ÿ A ce qui entraîne (2.1.10) si aLogk >1. , 


Lemme 4. — Soit | a,| une suite positive vérifiant sobs . a 


1 
—— 1 - 
lim — (4, ) =+ 
pow P 


ie in 


ET 


Van. Il existe une suite |M,| EON telle que 3 : 4 
im a x quel que soit h. 4 
: ere RPM ; ine “4 
De ee On peutse borner, grâce au lemme 1, à montrer l'existence d'unesuite{S,} en ae 
rs vérifiant | | | é 

Be ) | S | 
= bf ! | + lim Ed ie te J À 
| : PP? Ap — a 

Pour cela, choisissons une suite d’entiers p, vérifiant les conditions a 


Fr 
“ 
~ 


> 
; 
= 
a® 4 


Poss 0; Pru > Pr; l } t 
re \Pr— Par à Pr Pros _ \ Prt Pre ; - ; 
Tir RE I (<2 : ) EST (2 ) ~~ ~ (=) ; Ap 
rs ae. 8 ' HET the Apr Bp, / À pra à ‘a 
SR os aati oe.’ 
| On s'assure aisément que l'hypothèse rend ce choix possible. Posons alors 4 
v , ay : à P—Pr : | | FE, A 
à : wy 2 alr CrP « a ie 
Ray4 Sp= ap, (£ ) pour Pri<p=—pr. oh 
; ; Pr—1 : , ; 
ae ~*~ 0 ; gel. t ‘ d Fe d i ù ' <a aim 
_ Onas, =a, et, parconséquent, ray ‘ss neh SUIS 
| | dim Se Ci. sn À sols SNS 
: y PAA ap i | ‘ 1 ‘ v: F 
De plus, + OC 
Pr pet de: 
Se ei ar ar NP I an 
De =P ME Dr az Bons) Liz +...4+5) hy 
P+1 a ; Apr, 4 or | h ~ 
d'où i 4 
FA ‘oy " + 
Li Sp 7 . , À Le 
) / Se a+ 20 , , “Sess 1 et ¥ af ” a 
: Ets p+1 V4 ra vie 
FAR : ~ a $ 4 
ce qui achève la démonstration. . | - ee \ HA 
: : % , : 1 2 % 2 Le My a 
a). o LEME} — Soit {a,} une suite positiy édant I, lé elletobe doit | © 13 
pee seis {Gp} à ule positive possédant la propriété : Quelle que soit = 
ou » la suite |M,} EM, il existe des constantes À, h vérifiant = . ste 
EX ss wh ’ | ~ an r à Fe M 
ap AhPM,. 
=» «7 x, d à ds, “ol 
É 4 rl à Fe ; ae a or 
oe, eo ï 
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Il existe alors des constantes A, h vérifiant 
ap ZA p! 


En effet, la conclusion équivaut à 


1 
Em (a) ee ool 
se 1 ple << 


Si elle était fausse, il existerait, d’après le lemme 4, une suite | M,} € 01 telle que 


ob 0 FN, =-+ 2 quel que soit k, 


ce qui contredit l'hypothèse. 


Lemme 6, — St la suite | N,}, positive, logarithmiquement convexe, vérifie 


n 
\ 


. Nie 
> ep LL + co Ne P 


la fonction x(z) définie par 


oe Er pe 
(21241) a(s)=] [G+ e"-") “a+ CEE Pal) a 
Piel 


a“ 


est holomorphe dans la bande | y | = et ul existe une constante A telle que 


LAN eee —N(|2]) 
ja(z)|ZAe (ZE) 


N(r) étant la fonction associée ala suite | N,}. 


En effet, le produit infini] [+e ~~) définit une fonction entière dont 
q—=1 
les zéros sont les points 


Rep lg E(27 +1) a I Resa pw ee ur PET OS a 
Il en résulte que la formule (2.2.11) définit bien une fonction «(z) holomorphe 
dans |y|=< = (on pee pour chaque facteur la détermination réelle pour z réel). 
De plus, pour |y|<: ona 


rt et |x + ets") PE COE) 


[1 Se ets — Ng) 
La fonction «(z) est paire; pour a > 0, par exemple, on aura 
fais) Jae 
avec 


| à 
j= Sr —n,)= ¥ (r—n)—= | (r—))dn(à), 
si DA ren 


Ngee 
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n(A) désignant la fonction de distribution de la suite zp. On aura 


7 7 Te è 1 À 
"= f n(a) das f n(n) di fi 20 ah = Nir) = f HE ak, 


) 


D’ot le résultat. 
2. Les espaces 5,({M,}, { N»}). 


Soient {M,!, {N,} deux suites positives logarithmiquement convexes. On 
désigne par S,({M,}, {N,}) l’espace vectoriel des fonctions à valeurs complexes 
définies et indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriété 
suivante : 

Il existe des constantes A, h, k telles que 
(2.2.1) |[v7 fi?) (a) le ZAR KIM, Ny 


(PS D 2 es Ye Oy a; T0) 


où || f(z) ||, désigne la norme de la fonction f(a) dans l’espace L* des fonctions 
de puissance a" sommable sur la droite (1 «—-+ 2), 
La propriété précédente est équivalente a : 


Il existe des constantes A, h, k telles que 


| nr) 
(2:2.2) | ru (æ) € EYE ARM, (D CNT ay ce, 


où N(r) est la fonction associée à la suite { N, |. 


‘ En effet, d’après la définition de N(r), on a 
(Let 
CENTS RUN en 


et il est évident que (2.2.2) entraîne (2.2.1). Pour établir la réciproque, on 


déduit de (2.2.1), pour à > 1, 


(2) ( DS jel wii |" . =) -o A Dp 
I P (æ) 2, Fa D7 NG < ARAM; 57 == Er M, 
q=0 x 4=0 


et l’on remarque que 


A à NE 
eed KT OTN 
q=0 

Ce raisonnement vaut encore si N,=1; on a alors N(r)=+ 0 pourr >1. 
On voit dans ce cas que /(æ) est à support compact. 

La question se pose de connaitre les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les suites iM, }, {N,} pour que l’espace $,({M,}, { N,}) contienne des fonctions 
non identiquement nulles. C’est un problème de quasi-analyticité qui semble 
difficile. M. Siloy [23] a établi que si M,=p*’, N,=p*?(a, B, constantes) 
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l'espace S,({M,}, {N,}) contient des fonctions non nulles si et seulement 
sia >0,8 >0,a+ 861. 


D'autre part, si N, = a? (a, constante), 
S.(1 Mp}, {Np }) = @({ Mp} ) 
: oe | 
et l’on sait que, dans ce cas, la condition nécessaire et suffisante cherchée est 


v 1 
Sd (Mp) P<+o. 


Si M,— a’, on peut se ramener au cas précédent par la transformation de 
Fourier et la condition nécessaire et suffisante cherchée est 


Vase 
D (Np) P<+o. 
La proposition 3 fera connaitre une condition nécessaire et suffisante pour 


que S,({p! 4, (No ) contienne des fonctions non nulles. 
Si la suite { M, } vérifie les conditions équivalentes 


(4:23) So: lim a ee 


ha = 

orl: M, rw 
ona 

Sa({p!i, {Np j)CSa(i Mp}, {Np }) 


et la condition (2.2.8) est suffisante pour que S,({M,{, | N,}) contienne des 
fonctions non nulles. Dans toute la suite de ce travail, on supposera que la 
suite { M, } vérifie (2.2.3). 

Le résultat suivant ne sera pas utilisé dans la suite, mais il est intéressant en 
lui-même. Il est à rapprocher d’un théorème de Th. Bang ([3], p. 78). 


THÉORÈME 1. — On a 


Sa({p!}, iNp})= (NY SM {Np }). 


/ Mp} €or 
Il suffit évidemment de montrer que le premier membre contient le second. 
‘Soit 
f(x) e fe SU M, } {Np }). 
{Mp } €ow 
Quelle que soit { M, }, il existe des constantes A, A, Æ telles que 
|| v9 fr) (ar) Île A AAPKIM,N,- 


On peut même supposer # indépendant de la suite {M,} envisagée, car on peut 
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prendre pour # tout nombre supérieur à 
1 


hi xt fP) “le < 
Him ( ge / æ) 
Il suffit alors d'appliquer le lemme 4 du paragraphe 1 à la suite 


FPE UP FN, || 27 f (a) le 
pour obtenir le résultat. | 
Tororoce ve $,({M,|,{N,j}). — Soit S,(}M,}, | Np}, L, k) le sous-espace 
% de 8,({M,}, {N,}) formé des fonctions vérifiant (2.2.1), À et Æ étant mainte- 
nant fixés, muni de la norme / 


i AT Mer 
eee ee Me™ Pr ie ‘ 
Pee ( hv ka M, Ny | a J (æT) Ia) 


La topologie de S,({M,}, {N,}) sera la limite inductive de celles des 
S,({M,},{N,},h,#). On se ramène facilement au cas des espaces E(L*, {M}, {N,} 


A k … formé des suites { f,,(æ)}, où f,,(a) € L? vérifiant 

ers à \| fog (&) [la <= AR? kIM,Ny (P=9, 1, 2, «+43 Y=, I, 2, ...) 
4 y ‘ 

2 TR pour un À, un A, un #. 


S,({M,}, {N,,}) est le sous-espace de E(L*, {M,}, {N,}) formé des suites de 
la forme {2 /\”)(a)} obtenues chacune avec une seule fonction f(x). 


Proposition 1. — Lorsque les suites |M,}|, {N,} vérifient la condition de dériva- 
bilité (cf. p.57) les espaces S,({M,}, {N,}) et S ({M,}, {N,}) sont isomorphes. 


La démonstration utilise le lemme 3 du paragraphe 1, les inégalités d Holder 
et Minkowski et les relations 
| a -) | | x = 
Jones Db cl pmeye® Joc) 


at f(x) ae [at FPE (a) + gat fir) (a) | (1+ 2?) —— 


1a 


L'ESPACE JC CN p}). — On désigne par d¢,(|N,}) l'espace des fonctions 1o 
de la variable tee 3 —æ + ty possédant les propriétés : 


a. Il existe une constante A telle que /(z) est holomorphe dans il bande | y| = <5 


_ 6, existe des constantes A, & telles que 


ve 


i 
? CEA 
qe 
# 
ù 


We 
ny 
x 


rt à 
pits fod 


— 
AE 


(2.2.4) [xt f(a + ty) la AKIN, pour Dix (Sn, re Bs re 


On démontre par le même procédé que celui employé pour (2.2.1) que la 
condition b équivaut à : | 


Il existe des constantes A, # telles que 


(2.2.5) l rc + iy) ne pe I, <A pour |y| aS 


/ 


te SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 73 
Soit dE x ( iN, |, 4,4). le sous-espace. de: 3€, ({N,}) formé des fonctions 
vérifiant (2.2.4), het k étant maintenant fixés, muni de la norme 


Ê A 
sel x, sup || 27 f(& + wy) | 
| 


LE 
AE 
La topologie de 3,({N,,} ) sera la limite inductive de celle des Malays Nek). 


Proposirion 2. — Les espaces vectoriels topologiques 3¢,,( {N p} et Su({ pl}, {Npt) 
sont isomorphes. | 


Soit d'abord f(a) vérifiant (2.2.1), avec M,— p!. On a d’abord 
fray= | + a2) fier, 


en utilisant (2.2.1) et l’inégalité de Holder, on obtient 
pf(e)| Bho Op +1)! (Bi = Gte), 
ce qui montre que le rayon de convergence de la série de Taylor de f(a) est au 


moins i siH >h, f(a) est donc prolongeable en une fonction f(z) holomorphe 


dans | y|=< ti et la formule de Taylor donne, pour | y | ii 


AH 


Ha or 


(2% fa +) Île = 


ce qui montre que /(3)€d¢,(}N,{, H, &) et y converge vers zéro si elle 
converge vers zéro dans S,({pl}),{N,}, k,k). 

Soit maintenant /(3) holomorphe dans 12 à et vérifiant (2.2.4), La 
formule de Cauchy donne 


PIE) UE (c, cercle l= ): 
(Hines \ ; 
on déduit de là | 2 


| ct f\) (x) Île =< hp! sup [lat f(a — €) lla hp! sup || (a — 2)1 f(a + ty) |lo 


à 1 s 
Lier: I£1£ 


j 7 
LCR: Nr à Tite fl Ve 
Zh? pl Ce lla f(x + y) lla ZA (1 +5) P'Ny 


T'=0 
ce qui permet d'achever la démonstration. 


Proposition 3. — Les conditions (2.2.6) et (2.2.7) sont équivalentes : 


(2.2.6) of N(r)je-#<+o pour un a, 
NE Sa 
(232.7) ds Nom <+co pour un ad. 
p= 


Ann. Ee. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 1. 10 
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Ces conditions sont nécessaires pour que SX {N,}) contienne des fonctions non 


identiquement nulles. Elles sont suffisantes pour que JC 1({N,}) contienne une suite 
de fonctions p,( 2) qui converge vaguement vers la mesure de Dirac dans l’espace 


des mesures définies sur la droite. 
Montrons d’abord que ces conditions sont équivalentes : Soit 


dN | 
ar 


RU 


(2.2.6) équivaut à { n(r)e-"dr<<+ pour un a; pour voir que cette 


dernière condition équivaut à (2.2.7), on peut poser 


N, 
etp Np= et COS Gs 
Neat 


‘Logg \ axa ; 
de sorte que n( - )est le nombre des v, au plus égaux à c. On est alors 


ee 


ramené aux différentes formes de la condition de non quasi-analyticité pour la 
suite | {Vas Vase Vo 

cts STE Me la condition (2.2.6) est nécessaire, nous utiliserons un 
résultat de M. S. Mandelbrojt ([21 |, chap. II). 

Soit f(s) €dl,(N,), done f(x) ES,(}p!},}N,}). On a aussi 


I'(2) €Se({p!}, {Np}); 


/(z) est holomorphe dans une bande | y|— , et il existe des constantes A, #, 
telles que 


| a7 f(a + iy) [le ZAKING; || v7 f’ (a + ty) |la =< AKIN, pour |»| ig 
Ona 


at f(x a? iy) a (gat f + æ1 f') (i + >) : 2 ’ 
— © 


ce qui donne en utilisant l'inégalité de Holder et les inégalités précédentes, 


| 21 f(a + iy) |< BKIN y (B, K= Cte), 
c’est-à-dire 


(H) 


| f(a +ir)| Be 


NG ‘) désignant la fonction associée a la suite {Ny+2 } la, fonction Ke i) est 


holomorphe pour 


y|2- = et vérifie 


I os oF 2) 


LR | 2 | æ 
ZB exp], ER) | 
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D’après le résultat cité, on doit avoir 

à 2% 

N 7 

1 (ie 

ce qui entraine (2.2.6), car la fonction associée a la suite {N,} est 
N(x) — 2 Logæ + o(1). 


Il reste à construire la suite ¢,(x). «(3) étant la fonction définie par (2.4.11), 


la fonction — ) 


) e-* dx << +o, 


+ = appartient évidemment à d¢,( | N,,|). Posons 


+ j 

5 Qe ide ih Wise) 

caf rues et Pn( 2) = & the 
LS Te Green a" 


Les fonctions o,(æ) sont dans 3¢,({N,}) et convergent vers la mesure de 
Dirac. | 


PROPOSITION 4. — Soient f(x)E S,\ | M p}> IN»}); L mesure vérifiant 


arts n( 421) 
4h Fe ae |du(x)|<+o pour un certain k. 


Alors, la fonction g(a) définie par 


FOIE fie — 2) dpe) 


n( lz 
k 


appartient aussi à S,({M,},{N,}). De plus, if ani ) du(a)| tend vers 


zéro pour une certaine valeur de k, alors g(a) converge vers zéro dans 
S2(i Mp}> tNp})- 
Cela découle immédiatement de l'inégalité 
CEA + N |a=€] : 16) 
| g(a) | e ER eae | fle) (ae =) 1e a ) quel 


L'inégalité 


\ 
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Proposition 5. — {N,} vérifiant (2.2.7), S,(\pl}; {Np} ) est dense dans 


5.({Mp}, {Np} 
On utilise pour la démonstration une suite de fonctions | 


On(æ) ESi(iP!} {Np}) . 


qui convergent vers la mesure de Dirac. Soit 


\ (©) €Sa({ Mp}, {Npt)- 
Considérons les régularisées 
# POS fo fp — Bae. 
k L'inégalité 
LT le tel | (let 
ree RD), Aer ce CO] rene 


convergent vers /(æ) dans $,({M,}, :N,)). 
Proposition 6. — St |M,;€ M et N p+, ona 
D(IM,})CS, (I Mp}, {Np}) 
et O({M,}) est dense dans S, (IMPR EN): | 
-La relation d’inclusion est à peu près évidente. Soit 


flv) eS, (M, à {Np}): 


mnt 


a, d’autre part, 


; ; læ| 
| fein) | AWM, UE) 


On déduit de ces inégalités 


p 
| (on f )'?) E32 C;,| où fun) | 


l=U 


lat 


ce qui montre que +, /, qui est à support compact, est dans @({M,!). 


- 


pui montre que /,(æ)ES,(ip!}, |! Np}: D'après la proposition 4, les f,(æ) 


Prenons dans oe M, | )des fonctions o,(æ) égales à 1 sur aes Zn, par exemple 


Pn(æ) TER 0:(a — £) dé, où 9.(@) est la fonction définie p- 84. On voit ainsi 


| 


qu'on à |o”(x) |< BHM, B et H étant des constantes indépendantes de n. On 


' 


Niele n( del À 
ZaBe CS conrar-MM, 2 ABM, e CR ) (H+ ny, 
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D'autre part, posons bu=ph—i;onad, f=o pour|x| <n. D'où, pour à Ae 


|x| n n 


TOI Ca) ZA(B Hola G)] Scr, 


Heh M,M,_» 2 ABM,(H + h)?M,e. GG). 
On a, d’après (2.1.5), 


ce qui permet de conclure. 


3. - Les espaces S_( {Mp}, | Np} ). 


On désignera par S,(1M,}, {N,!) le dual de S,( MARNE). 


Proposition 1. — |N,} vérifiant (2.2.7), on peut identifier S,({M,}, {N,}) 4 

* un sous-espace vectoriel de S,(}p!},{|N,}). 

- KEneffet, toute distribution généralisée SeS,({M,!, {N,})définit par restric- 
tion une forme linéaire S sur S,({p!}, {N,}) continue pour la topologie induite 
par 5,({M,}, {N,}). Réciproquement, toute forme linéaire Ses,({pli. UN; 
continue pour la topologie induite par S,({M,}, {N,}) peut être prolongée en 
une forme linéaire continue S sur S,({M,},{N,}), et de façon unique puisque 
S,({p!}, {N,}) est dense dans S({M,}, {N,}). — . 

La proposition 1 montre que les seuls éléments nouveaux introduits dans ce 
chapitre sont les éléments des espaces S,({p!}, {N,}). ; 


Proposition 2. — Si {M,}€IN et N,< +, on peut identifier S,({M,},{N,}) 
à un sous-espace de D'({M,}). 
© Même démonstration que la proposition 1. 

Taéorëme 2. — La réunion des 8,({M,}, {N,}) lorsque {N, | parcourt l’ensemble 


des suites positives logarithmiquement convexes vérifiant (2.2.7) est un espace 
vectoriel sur le corps des nombres complexes. | 


‘Tl suffit de montrer qu’étant donné deux suites { N,} et | N’} vérifiant (2.2.7), 
il existe une suite {R, | vérifiant aussi (2.2.7) et | 


7 a) P ): P =0( 2 ): 
(Rows : ( p-1 : ; Byer pl 7 


Posons 
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Il existe a et a’ tels que Die oes Deere Soit {r,} la suite 


obtenue en rangeant par ordre de grandeur croissante les nombres an,, a'n,. La 


suite {r1, ro, -.-, r,} répond à la question. 
Proposition 3. — | ) S,({M,}, {N,}) est un espace vectoriel sur le corps 
{Mp} EM 


des nombres complexes. 
La démonstration est la méme que celle du théoréme 2 du chapitre I. 
Tuéorème 3. — Soient g,(x) des fonctions € ae + 5 Tr, 10e sinespi 
des mesures) vérifiant, quels que soient h et k, 


| a 


: =n ( : || I 
Sp(xvje À g—=0 Fr.) (po), 


(2.3.1) 


+ æ | =N( El " \ 
resp. dy | Wp (x) |e =0( jam) (p>). 
Alors la formule 


(2.3.2) I= D? g,(x) 
po 


définit une distribution généraliséeo €S,( | Mp}, }Np})[resp. 9 €S_({ M,}, {N,})]- 
Réciproquement toute distribution généralisée 9€S5,({M,},{N,}) [resp. 
SES, ({M,},{N,})] peut étre mise sous cette forme. 


pss 


La première partie du théorème résulte de ce que l'hypothèse (2.3.1) et la 
condition (2.2.2) assurent la convergence absolue de la série 


deg” a f(x) Bp(a) de. 


P 


Démontrons la réciproque en supposant «<-+ pour fixer les idées; on 


‘utilise l’espace E(L*, {M,}, {N,}) déjà considéré pour définir la topologie de 


S,(1M,}, {N,}). Le dual de E(L*, {M,},{N,}) est l’espace des suites x 
ou Em(æ)ELP, vérifiant preter P { 8'pq( )} 


o a = : 
(2.3.3) || Spq(~) ||g =O (Fr: (P—>X, 4j —>x) quels que soient h, k. 
Soit 9€5'({M,|,|N,}); d’après le théorème de Hahn-Banach, on peut 


prolonger 9 à l’espace 8,({M,}, {N,}. Il existe donc une suite {g,,(æ)! véri- 
fiant (2.3,3) telle qu’on ait, pour toute fES,({M,}, {N,}) eat 


(2.3.4) fera) dry SUN 24 fPg, (x) dx. 


p=0 g=0 ei 
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On obtient (2.3.2) en posant 
pee Nias 
Enr) = SABRE); 
> q=0 
on à, quel que soit #, 


sn 


a _N x | = 
B= | LI Bing (x) € ( Ë ) le >, KING || Saq(&) || 
= 


g=0 q=" 


$n (2) ai 


ce qui donne l'inégalité CAS 4) 

Tutorime 4. — On suppose que la suite {N, | vérifie (2.2.7) et la condition de 
dérivabilité (cf. p. 57). 

Soit 9(3) une fonction analytique de la variable complexe z= x + ty holo- 
morphe pour y + 0, possédant la propriété suivante : 


Quels que soient h, H, k, il existe une constante A telle que 


(ixl 
(2.3.5) TAN : ) pour 1 << _ 


Alors les formules 


(2.3.6) 9;(x2) = limo(x + iy); o(æ) = lim 9 (x + iy) 
+ Je 
y >0 re 


définissent deux distributions généralisées o (x), 9;(x)ES_,( \p!},{N,)). Réct- 
proquement toute distribution généralisée 2 ES_({p!}, {N,}) peut se mettre sous 
la forme 0 = 9; — 9,, 9; et ©, ayant la même signification que ci-dessus. 


Soit 9(z) une fonction holomorphe dans y 4 o vérifiant l'hypothèse. On peut 
poser, pour toute fonction f(s)Ed¢_({N,}), holomorphe dans la bande 


|y |Z; et vérifiant (2.2.5) (avec « =o). 


I 


(2.3.7) fete) fie) de =f g(a + ip) fle + ir) dx (o<r< i) 


L’intégrale de droite est absolument convergente d’aprés (2.2.5), (2.3.5) et 
le lemme 3 du paragraphe 1; d’après le théorème de Cauchy, sa valeur ne 
dépend pas de y, et elle définit une forme linéaire 9, sur 4€, ({N,}). De plus, 
si des f;(æ) forment un ensemble borné dans #,({N,}), elles sont holo- 


I . , A 
morphes dans une même bande |y|<; et majorées par une même fonc- 


fea 
tion es ) On voit alors facilement que les [ex f(a) dx sont bornées, 


ce qui montre que 9, est une fonction linéaire continue. 
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La fonction f(z) étant donnée, considérons les fonctions f,(4) définies par 


fils) =e — in) (020 <j): On aura 


\ , 


[ s(x) fi (a) dx =A ge + in) fw + in) de Sih gs(w + in) f(x) dx. 


Lorsque 7 tend vers zéro, les fonctions /,(3) convergent évidemment vers 


f(s) dans 3€,({N,}); les fee) fal) dx convergent vers fe) f(a) de, 


ce qui donne (2.3.6). On définit de même ¢;. ieee, 
Pour démontrer la réciproque, reprenons la formule (2.3.4) qui s écrit 


(2.3.8) g > DE 7770) [pq (Z) mesures ks 
p=0 q=0 ‘ 
Posons . 
x . I * &pq(E) a : 
(2.3.9) Gene ef Fit 


On déduit de là, en dérivant r fois 
: . r! ae 
[Ope tine oe [Id 


. I I 
et ensuite, pour; —y= 7» 


hed 


| pees) LE MC 
. x | | LP | Spa (2) | 
at 


! Pa —+ © = à 
CEE [dt DC 
; $i r=0 


+o 
ï 
Zag pletely [  ldém(æ)l 


Posons maintenant 


So w d 
(2.3. 10) | g(2)=>, D le" Gu (2)]. 


p=0 gq=0 


Le Gy Lg DEEP Gg). gar +9) 


On déduit des inégalités ci-dessus, quel que soit #, 


ay fou ll Di js 
OIL, fa | Dy Hep (akon, ¥ | dp. ; 


7s=9-q=0 


Ce calcul montre que la série du second membre de (2.3.10) converge abso- 
lument et uniformément lorsque 3 parcourt un domaine compact ne coupant 
pas l’axe réel. Cette formule définit donc une fonction ?(3) holomorphe pour 
Y 0. De plus, la dernière inégalité obtenue donne (2.3.5). | 
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- Pour démontrer que 9 = 9, — 9;, remarquons que 


Gpq(% + ty) — Opg(x — ty) = ay Cees Ossie 


La fonctior = 
YP mar 2 


par valeurs positives, de sorte que G,,(a— iy) —G,,(~+iy) converge vers 
8'pq(x). La formule 9 = 9;— 9, résulte alors de (2.3.8) et (2.3.10), la conver- 
gence ayant lieu naturellement dans S',({p!',{N,/). 


i ey . 1 . > A 
Remarque. — La fonction -— F comme fonction de&, estdansS,({p! |, {-+-21!) 


pour « >1 et z non réel ({+ 2} | désigne la suite N,—+x pour Pee 0). Si 
9ES,({pli,{to}),c any e si o est dela forme 


2 N 
y => Dig 5 (2); avec. (m2 Hey (p—> +) quel que soit h, 


p=? 


on voit que la formule (2.3.10) qui définit o(z) peut s’écrire 
(2.3.11) Q(3) = — 


cette expression ayant alors un sens,,alors qu’elle n’est pas définie en général. 


Proposition 4. — Les notations sont celles du théorème 4. On a 9;—9,=0 si et 
seulement st 9( 2) est une fonction entière. 


D’après (2.3.7) et le théorème de Cauchy, il est clair que 
late) — ete) fe) de =o 


si p(s) est une fonction entière. Pour établir la réciproque, remarquons que si 
D—9;—0,0Ona 


(2.3.12) f pace Dre ae 
= À g(x —ty) f(x —iy) dx (o<r<;) 


I 
—. Posons 
= jf 


pour toute f(3)E 4€. (| Hy 


1 gG—ic)a(—ic) 
ARS BE ic 


DE | 
He eee Sea air, ‘ 
Se AS ees. 2a 
où a(z) est la fonction définie par (2.1. 11). On vérifie immédiatement que 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 1. : 11 
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H(z) est holomorphe dans la bande |y|<c. Supposons y >o; en appliquant 


(2.3.12) à la fonction FE de la variable € = Ë +74 holomorphe qe la bande 


= 


—c<n<}y, on peut écrire 


. +O ny . Aa . 
H (2) af cA RAs ils 
21 J _ na aE 
ate oa * c oe 
— DA? QE 16) 43 ee Lc) (HUE Vc) 
27 t (Spl ee C 


ce qui donne, d’aprés le théoréme de Cauchy 


H(z) = 9(2) a(2) pour o<y<e. 


ae holomorphe dans la bande | y| << réalise le prolonge- 
Als 


ment analytique de ?(3) sur la bande |y|<e. 


Ainsi la fonction 


SUPPORT D’UNE DISTRIBUTION GÉNÉRALISÉE 9ES_,({p!}), |N,}). — Le principal 
intérêt du théorème 4 est de permettre de définir le support d’une distribution 
généralisée 9€S.({pl}), {N,}) : on dira que 9ES_({p!},{N,}) est nulle 
sur un ouvert Q de l’axe Owsi la fonction 9(z) se prolonge analytiquement en 
une fonction holomorphe sur Q. La proposition 4 montre que cette propriété 
est bien indépendante de la fonction o(3) particulière utilisée pour repré- 
senter ©. 

On peut dire que le support de ¢ est l’ensemble des points singuliers de o(3). 

Si{M,}eMetN,<+,ona 


Se ({Mpf {N)}C@({M»}). 


Il faut alors montrer que le support que nous venons de définir coincide avec 


celui défini au chapitre I. 


a. Supposons que o(z3) soit prolongeable analytiquement sur l'intervalle 
ouvert Q de Ow. Alors, lorsque y tend vers zéro, ?(æ+1y)—o(x—iy) 
converge vers zéro uniformément lorsque x parcourt un segment I contenu dansQ 


et {I o(x+ty)—9o(x—ty)| f(x) dx converge vers zéro uniformément lorsque 


J(«) a son support contenu dans I et vérifie | /(a)|<M. On a donc o=0 


sur Q au sens du chapitre I. 


b. Soit K le support de 9 au sens du chapitre I. Il faut montrer que toute 
fonction 9(3) représentant ¢ peut être prolongée analytiquement sur le complé- 
mentaire de K. Comme une telle fonction est définie à une fonction entière 
près, il suffit de montrer que pour tout ouvert Q contenu dans le complémen- 
taire de K, il existe une fonction 90(z) représentant ¢ et holomorphe sur Q. 
Pour cela, remarquons, en raisonnant comme dans la démonstration du théo- 
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rème. » du chapitre I, qu'on peut, dans la formule (2.3.4), supposer que 
8(2)= 0 sur Q. Alors, la formule (2.3.9) définit des fonctions G4(z) holo- 
morphes sur Q et la fonction o(3) définie par (2.3.10) est aussi holomorphe 
sur Q. 


Exemples. — La formule (2.3.11) montre que la mesure de Dirac est repré- 
5 ñ sap Bc I ‘ À : : 5 : 
sentée par la fonction 3x On voit de même que la distribution « valeur prin- 
bie ; : : ; à I 
2 Q a 3 9 « L 
cipale de ,» est représentée par la fonction o(z) égale à — 5, pour y >o et 


A 1 
à = 53 pout i aor 


THÉORÈME D. — Toute distribution généralisée 9ES,({p!}),{N,}) de support 


origine est la somme d'une série convergente dans'‘S',({p!'), {N,1) 


La 
a! ° 
co =Y Cp Ov) (0, mesure de Dirac). 


p=0 


En effet, si © a pour support l’origine, 9(s) est holomorphe dans tout le plan, 
l’origine exclue; 9(z) est donc développable en une série de Laurent, et puis- 
qu on peut toujours lui retrancher une fonction entière, on peut supposer que 
o(z) est de la forme 


4 ! 
le théorème est établi, car ¢'?) est représentée par oa 


a k 
THéorème 6. — Soit o€S,()M,!',{N,|). Il existe ©, et 9_ appartenant aussi 
à S,({M,}, {N,}) vérifiant 
DD SD $,=0 sur7r< 0; @_— 0 Sur & > 0. 


Démonstration immédiate au moyen du théorème 3, en décomposant chaque 
g,(æ) en deux fonctions de supports (—, o) et (0, +). 


Remarque. — Soient o(2), ©.(z) et 9_(2) les fonctions analytiques représen- | 
tant 9, 9, ets. Le théoréme 6 donne le théoréme de décomposition de Poincaré 
pour la fonction 9(z). 

THtorkme 7. — Toute distribution généralisée 9 ES',({ p!}, {N,}) est égale à la 
somme d'une série de la forme (2.3.2) convergente dans S.({p!},{N,}), les 
mesures g,(æ) ayant leurs supports contenus dans le segment-support de 9. 


Soit (a, b) le segment-support de +. D'après le théorème 3, on a ? =>, Den 
P 
(g, mesures); chaque g, peut se décomposer suivant la formule 


es ee + Hy 
Ep Ep Ep + 8p 
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les mesures g", g%, g, ayant leurs supports contenus respectivement dans 
(—, a), (a, b), (b+) et vérifiant | | 


| 4 f\x —nfizl 
LC agp) fe Cas feo Nags + fe x( k ) ag 


e/ 


Posons 
= Ds; ga > Dregs: : p= >, D?g%- 
P 


p Pp 
Ona | 
P= G+ Do + 93. 
Pour +, le théorème est vrai d’après la définition même de 9,. Quant à 4, 
et #,, ce sont des distributions généralisées de supports ponctuels pour les- 
quelles le théorème est vrai (théorème 5). 


À nous Remarque. — On verra au chapitre III que les théorèmes 5 et 7 deviennent 
| faux si l’on remplace dans leur énoncé p! par M, (cf. théorème 3 du chapitre III 
et la remarque qui suit). 


+. Opérations dans les S,( {M,}, {N,} ). 


ne i Be. Pour définir convenablement le produit multiplicatif et le produit de convo- 
122 lution dans les espaces S,({M,}, {N,}), il faut introduire des sous-espaces de 
Rye | S,({M,}, {N,}) qui seront des espaces d'opérateurs. | 


On suppose naturellement que les suites {M,} et {N,} vérifient (2.2.4) et 
(2.2.7). Pour simplifier, nous nous bornerons à définir le produit multipli- 
catif et la convolution dans $,({M,}, {N,}). 


Propurr MuLtipLicatir. — On désigne par Q({M,!, {N, |) l’espace vectoriel sur 
le corps des nombres complexes des fonctions à valeurs complexes définies et 
indéfiniment dérivables sur la droite, possédant la propriété : 

Quel que soit #, il existe des constantes A, À (pouvant dépendre de k) telles 
que ) 


LU 


(4) 
(2.4.1) [fPI(x) |= AhP Mae \ * C2 Gt. eee 


it 


h et k étant des constantes données, soit Q({M,!,{N,\, A, #) l'espace des 
fonctions vérifiant (2.4.1) muni de la topologie naturelle définie par la norme 


UE | en] 
ed A pa ot 2 LOST ELA 6 


Po 


Soit Q¢{M,}, {Np} k) la réunion des Q({M,}, {N,}, À, &) lorsque / varie, 
muni de la topologie limite inductive de celles des Q({M,},{N,}, 2, &). 
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L’espace AM), |N,}) est l'intersection des pes | 1N,}, &) et sa topologie 
sera la limite projective de celles des Q( MMs ND te) 


Proposition 1. — ates que soient les suites {M’,}, {N°} vérifiant les mémes 
hypothèses que {M,\,{N,}, ona 


SIM} IN })C2({Mp}, (Np }) oS, ({M,}, {Np }) 
conséquence immédiate des définitions et du théorème 3. 
PROPOSITION 2. — L'opération qui fait correspondre au couple f(x), g(x), 
(f(æ)ES, (M, }, (Rp}); g(x)eR({M,}, {N,})) 
le produit f(a) g(a) est une application bilinéaire hypocontinue de 


S.({M,p}, {Rp4 x Q(IM,}, {N° }) dans $.({M,'y!N,4) (Ry= inf NN.) 


UE =p 


En effet, la fonction associée à la suite | R,,} est N(a) + N'(æ). Ona 


nf teh) =n fle ne ( Lael 
| f\?) (a) Pea A A? M, e nf k ) ¥ ( k ). | gt?) (æ) LES BH? M, ( k is 
d'où l’on déduit 


I (fg))| 2 ABe. Nes DA DE du a ht H?-7M,M,_, 


VE 


St 
—< ABM, (H + h)?M,e oe 


ce qui permet de conclure. 
La proposition 2 permet de justifier I énoncé suivant : 


DÉFINITION ET PROPOSITION 3. — Sotent | 
| ES,({M»hINp)) « — fe&({M,}, {N,}). 
Le te f(æ)® est un élément de S,({M,}, | Roi) (Rp= inf NN, à) 
défini par | : vats 
(2.4.2) fife p(æ)]g&(æ) da =f 92) [f(æ) g(x)| da, 
ou a2) est un élément arbitraire de S,(M,, R,). 


L'opération qui fait correspondre au couple ?: ti (a) ue produit f(x)o est une 
ia bilinéaire hypocontinue de 


S,({ M,}, { N,}) x 2¢{ My}, FN, }) dans S.({M, }, { Ry}. 


RÉGULARISATION. 


Nes" 


Fas 


7 


ay Cie 


ape 


A ES 


CEE 


“ 


vs 


ces 


> 
AS 


A ae hy 
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DÉFINITION ET PROPOSITION 4. — Sotent 


geSa({M,},{Np}) et f(a) ESa({ Qh, (No) (So EMM ao} 
la formule 
(2.4.3) ek fw)=fe@fle-d& 


définit une fonction o* fe Q({M,|,{N,{ appelée régularisée de © par f (æ} 
L'opération qui fait correspondre au couple 9, f(x) la régularisée o x f est une 
application bilinéaire hypocontinue de 


S,({M,}), {Np }) X Sa({Qp},{No}) dans Q({M,} {Np})- 
En effet, on peut écrire, d’après le théorème D. 
ek=Y if frite 5e, dE 
p=0 eS 
En utilisant l'inégalité 
| | :( él (xl 
JG DENTS) ey 

déjà vue p. 55, on a, quel que soit K, 


ax nije) 25 


=i 


gree x=) ls, 


n(lel 
fran x k ) a 
d’où 

[a | 


Ce x pote CE) Lan, Sem faste xi), 


r==0 


ce qui permet de conclure 


Convotution. — Pour définir le produit de convolution, il faut faire inter- 
venir un nouvel espace d'opérateurs : O'({M,}, {N,}) sera le sous-espace de 
S8,({M,}, {N,)) formé des distributions généralisées 9 possédant la propriété : 


il existe un nombre # tel que lorsque À parcourt l’ensemble des nombres réels, 
AL 


. . . Ye f N | 
_les distributions généralisées o(æ+2)e (Cr) forment un ensemble borné 


dans 5,({M,}, {N,}); g(æ + A) désigne la translatée de 9 définie par 
[ete + À) f(x) da = fete) te — À) di. 


On dira que des +; convergent vers zéro (resp. forment un ensemble borné)dans 


ea IM) : 

ICUN ( AS pa 
O'({M,}, |N,}) s'il existe un nombre & tel que les o,(æ + A)e (7) convergent 
vers zéro (resp. forment un ensemble borné) dans S_.({M,}, |N, |) uniformé- 
ment lorsque À varie. rire 
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Les théorèmes 2 et 5 du chapitre III donneront une indication plus concrète 
sur la structure des distributions généralisées de O’({M, HN 


PROPOSITION 5. — La régularisation est une application bilinéaire_ hypo- 
continue de 


OCU bs {Ny Le x<-S..({ 0,1, {N»}) dans S.({M,}, {N,}) ( Sa= EMM, ce) 
! 7=p 
Soit 
fES.({Q,},{N,}) et @eO'({M,}, {N,}). 
Ona 


or 


ZAh+TM,M.e | ice 


[JP (é) 


Al 


| PC} 1 
ce qui montre que les fonctions forment un ensemble borné dans 
Pp 


læl 
S,({M,}, {N,}. D'autre part, par hypothèse, les distributions 9(a — so x) 
de la variable € forment un ensemble borné dans S,({M,,}, {N,}). On en déduit 
que les fonctions 


CE a Bi a Ee Gian 
joe, (974 Pre = [ese TM, © 


sont bornées dans leur ensemble lorsque p parcourt l’ensemble des entiers 
positifs, ce qui permet de conclure. 
La proposition 5 permet de justifier l'énoncé suivant : 


DÉFINITION ET PROPOSITION 4. — Sotent 
pes. ({ Mi, {N;})  e ved ({M,},{N>}). 


Le produit de convolution 9% Ÿ est un élément de $,(1Q,}, {N,)) défini par la 
formule 


foxprar= fete k f(x)] dx, 


où f(x) est un élément arbitraire de 
s. 1, iN, | —infM,M',-,). 
(HQE IN) (Q» nier i) 
L'opération qui fait correspondre au couple 9, Ÿ le produit de convolution 2 x Y 
est une application bilinéaire hypocontinue de 
5, ({Mpl, {Np }) x O'({ MZ}, 1 Np}) dans 8. (1 Q7}, | Np})- 


Le théorème 7 permet d'étendre à S'(}M,}, | N,}) les propriétés habituelles 
du produit de convolution de deux distributions. 
f 


48 4 
e ot 
: 


he 
A 
« 


oa! que FE 


sere fit 


ST SRE vert 


L 
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5. Distributions généralisées rapidement croissantes. 


Le théorème 4 s'applique aux espaces $,({M,}, {N,}) vérifiant les. condi- 
tions (2.2.3) et (2.2.8). Ces conditions expriment que S.({M,i,{N,}) 
contient un sous-espace 3€, ({N,1) dense dans 8,({M,}, {N,}) et formé de 
fonctions holomorphes dans une bande rectiligne. On peut étendre la théorie 
développée dans les paragraphes précédents aux espaces S,({M,}, {N,}) qui 
contiennent un sous-espace dense de fonctions analytiques, c’est-à-dire de 
fonctions holomorphes dans un voisinage de l’axe réel (ce voisinage ne conte- 
nant généralement pas une bande rectiligne ). 


Les espaces dC( {R,!, Q(s)). — Soient | R,{ une suite positive logarithmique- 
ment convexe et Q(z) une fonction entière de la forme 


(225°170) US) Tr + > Gye? 5 0; Jim (cp) plz où 
2 
Pat 


On désigne par #Æ({N,!, Q(z)) l'espace vectoriel sur le corps des nombres 
complexes des fonctions analytiques f(s) possédant la propriété : 
Il existe des constantes A, A, & telles que : 
| a. f(z) est holomorphe dans D,; 
(2.5.2) -n (121) 
Le. |f(s)|aAe  \:6/ dans Dy,, 


où R(æ) désigne la fonction associée à la suite | R, et D, le domaine ° 


riz 
JI£7uG) 


Nous nous limiterons au cas où Q(z) est un polynome. On peut alors, sans 
diminuer la généralité, supposer 


(2.5.3) Q(3) =1+ 27 (p entier == 0). 


On désignera par SC (IN, ), ) l'espace de ({N,}, Q(s)) correspondant. L'étude 


du cas gén éral n’introduit vraisemblablement que des complications techniques. 
On utilisera la fonction S (s) définie par | 


520+! 


(2.5.4) S(s)= f° Qu) du=s+ ; 
0 PURES En 


et la représentation conforme 3-Z=S(:) qui applique le. plan de la 
variable 3 = x + vy dans le plan dela variable Z= X + 5 Y.. di | 


i 


La 
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LEMME 1. — Jl de des constantes À, B> 1, telles qu’ on ait, dans le domaine D 
défini par ly —— oar 
2.8.5 Q(a | 
(2.5.5) Ur) OUT) 
(2.5.6) COLE 59 (x) 
B y 
En effet, on a, pour 2 
; À == Q(z) 
1 3 F5 
[RG(z) — Q(x) || (wt ty)? — «| Lop|y|(æ?+ py =p ers. 


On peut done toujours choisir A assez petit pour avoir 
- Den rt 
| RQ(s) — Q(x) |= -, 
à 22 
ce qui conduit à (2.5.5); l'inégalité (2.5.6) en découle, car, d’après la for- 
mule des accroissements finis, on a 


ED OS geen) st Beane. 
¥ dy oy 


La relation (2.5.5) montre que 2 es one 0 et 5% -> o pour zED. Il en résulte 


que la fonction S(z) est univalente dans D et SAIT biunivoquement D sur 


A 
=; cela 


un domaine D’ du plan Z. D’aprés (2.5.6), si re ge 3 


zy’ on nt 


montre que D’ contient la bande Y= 2 


Désignons maintenant par A, le domaine du plan z défini par 


MORTE (45): 


- Alors, la relation (2.5.6) montre que, quel que soit h, ona 


Dgac An et Apr c Dy. 


Lemme 2. — Quel que soit h>1, il existe H tel que les cercles centrés sur Ox, de 


centre x, de rayon sotent contenus dans D),. 


I 
H Q(z) 
Posons 


on a évidemment g/(æ) > — « x pour un certain a. Il suffit de montrer que les 


points 

g(z), : (æ) 

“H ? TS eH 

Ann. Ec Norm., (3), LXXVIL — Fasc. 1. ~ 12 


—_— 
6x 


go G. ROUMIEU. 


= 


paling PE VEAY 
sont dans D,, c’est-à-dire que || ">>: Or, ona 


a I 2 Men 
H > x; i> h—1 
Proposition 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que f(z) € IC({R,}, 2) 


est qu'il existe des constantes A, h, k telles que 
rere 2 nf) 
(2.5.7) | fi?) (x) | AARP pli(a + 2?)Pe < * (ho Mae 


Soit d’abord /(3)E S({R, }), 0), vérifiant (2.5.2). Utilisons la formule de 


Cauchy 
I f(s) dz 


(A(a2) = — ee 
i (CE) = es - (z — @)P*! 


’ 


art Pr : Me: fs 
C; désignant le cercle de centre x et de rayon = Q(z) D'après le lemme 2, on 


peut toujours choisir H assez grand pour que ces cercles soient dans D,. On a 


alors 
| f'?) (a) | ap! We (1 + x??)? sup | f(z) | 
| sEC, 


Zap (s+ at)? exp| —R (rs) | 


ghey 
ZS AplerG + wee th ) pour unk > 4. 


Réciproquement, soit f(a) vérifiant (2.5.7). On voit d’abord que la série de 


Taylor /(#) a un rayon de convergence au moins égal à au point 2, 


I 
h(i+ x?) 


ce qui montre que /(s) est holomorphe dans D,. De plus, ona, pour 3@D,(H > x) 


f(s) eatery (a) = “AH. (tr) 


fed HY) TRS ; 17 
’ P=0 
ce qui permet de conclure. 
Proposition 2. — Les conditions équivalentes 


a. ae Ria) .e7Oet da —-+- a pour un certain a; 
(2.5.8) . 


; a Le fe: he 
3 D 2 DA <+ pour un certain a 


sont nécessares pour que SC(\R,}, p) contienne des fonctions non nulles. Elle est 


La 


Pe PV A ARE 
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suffisante pour que dC({R,|, 9) contienne une suite de fonctions 6,(3) qui 
convergent vers la mesure de Dirac. 


Pour établir l'équivalence de (2.5.8,a@) et (2.5.8,b), on voit d'abord 
que (2.5.8, a) équivaut à 
| TD). CMR a dip eos: 
Ensuite, en posant 


(eye 
Sp— € à a et =e 


anig+t 


on se raméne aux formes habituelles de la condition de quasi-analyticité pour la 
SUL Be as Sane dass à. 

Posons F(Z) = /(S~'(Z)). D'après le lemme 1, on peut remplacer D, par A, 
dans la définition de 3€ ({R,}, Q(z)). La condition f(s) € de ({R,}, Q(s)) équi- 
vaut alors a: 


Il existe A, 2, & tels qu'on ait F(Z) holomorphe dans | Y |< 7 et 


\ 


¢ TL : 
Log|F (2) LA — R (LEE) pour Yas. 


D'après le lemme !, on peut remplacer 2(Z) par æ(X) = St (X) dans la rela- 
tion précédente qui équivaut alors à : 


Il existe A, h, & tels qu'on ait F (=r) holomorphe dans | Y |< et 
th 2 
2 Z Be eee NE 
(est 
Les résultats de Mandelbrojt ([21 |, chap. IL) donnent alors la condition néces- 
saire et suffisante 


| R|°S- a eXda<+0o pourunh, unk; 
k Th 8 


7 oo sri ey 2X TR, $ 
en posant u = 7. S (=) cette condition devient 


Log 


fe R(u) e—"8(%4)S! (ku) du <+oo: pour un H, unk 


qui est manifestement équivalente à (2.5.8) pour Q(s) =1-+ 2°. 


La condition (2.5.8) étant satisfaite, soit a(z) une fonction posi- 


. tive EX({R, }, p). Posons 


| A(Z)= a(S (2); pu(Z) = x AUS (5), 


avec 
Ki [, On(x) dx. 


#5 lp. We ee OE at Ge De Ld eg Ages’ 


Kile rh. sus 
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Si lim x (æ)=0, ce qu'on peut toujours supposer, les Fer pale) e ; 
x>0 L , 5 a 


convergent vers la mesure de Dirac. 


Proposition 3. — Soient {M,}, {N,} deux suites positives logarithmiquement a 

convexes vérifiant la condition de dérivabilité et les conditions : + 

Mp ACh : ‘ 
StS décroissant ; 

b. d'exp[—a(n,) 1] + 0 | 

des += pour un certain a. < 

y m "Ee N e. 

cS exp] —a me) | — 0 | ST 4 

2 | | ( Pe < oy + a 

Alors, il existe une suite {R, | telle que à A 

: { à P a 

a ({ Ry}, e) CS, ({M,}, | Np}). : s 

De plus, 32({R,}, 9) muni de la topologie induite par 8, ({M,\, {N,}) est dense L 

dans $,.({M,}, | N,}). ; à | 4 

. ; ; i 

Posons | SRI 

. PRIS 

} ‘ m 26 a L 

0 Path = P2(p—t)p +2 = de = Papp (22) (PE MAIS) 8 ‘ 9 

et soit r, la suite obtenue en RE par ordre de grandeur croissante les” me 

nombres n,, br Les hypothèses entraînent ie 3 

; Ae oe a a 

Dex [= a (4p) ] <4 > ; dE avpyrer]<+e; (re)? ox). CR 

Soit alors K(x), R(æ) les fonctions associées respectivement aa à 

Faute tit, se. tp peli hy, Tay. . re Ome ies COR 

d pS) = Baw + N(x); ; +4 

LS Lo = epee \ Bay el ile 

| Fils sup | pe Log K(z) |: QU 

On a donc, quels que soient x et p, : Did 4 

. |x| et: te 

eve te KE 7 me ie ee 

Pp! LEE 

et, pour un certain H, JS - 

| fai . tee 

é ass RE | jal ‘ a 

A 7 HM,e x k PCR ARE AE 2543 A ka 

ce qui montre que % ; A “A 

LL PITEN vm Ry ape My ND). RS 

Soit maintenant * a ER , secs el oe 


fa)es ({M,} 4 Np}. 
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Les fonctions ¢,(~) étant celles considérées dans la proposition 2, posons 
jane) = sl F(A) pa (&— A) di; Ja (2) AL F(A) pa(æ — A) dd. 


Il est facile de voir que 
Inv (@) € 3 (| Ry}, p); 


d’après la proposition 4 du paragraphe 2, les f,(æ) convergent vers f(a) dans 
S,(1M,}, {N,}). Il suffit done de montrer que lorsque r tend vers l'infini, 
les fre lee convergent vers f,(æ) dans S_({M,}, {N,}). Cela pale encore de 
la proposition 4 i paragraphe 2 : Pour n fixé, 0,(@2)ES({M,}, {N,}) et la 
fonction v., définie par v.,.(@)=o pour |v) <r et Un( x) = far) pour Aer, 
converge bien vers zéro dans le sens voulu, car on a 


À. ae ® a f° a) Ga 


r y 


et il suffit gure le lemme 3 du paragraphe 1. 

Lorsque les suites | M,,}, | N,,{| vérifient les hypothèses de la proposition 3, on 
est assuré que l’espace 5, (| M,,}, | N, ) contient des fonctions non nulles, etl’on 
peut envisager son dual S,({M,}, {N,}) qui sera un espace de distributions 
généralisées. 

Le théorème 3 se prolonge immédiatement à ces espaces S,({M,}, {N,}). Le 
résultat suivant montre qu’on peut encore considérer ces distributions généra- 
lisées comme valeurs limites de fonctions holomorphes dans un demi-plan. 


Taéonème 8. — Les suites {M,}, {N, } vérifient les hypothèses de la propostion 3. 
Toute distribution généralisée 2€S,({M,}, {N,}) peut se mettre sous la forme 


(2.5.9) airs DRE ye (RE) fh 


' 
yA0 
yoo 


où (2) est une fonction holomorphe pour y + 0 possédant la propriété : 
Quels que soient h, k, il existe une constante A telle que 


x (2!) sp LAN 
» (2.5.10) lo(æ+iy)|Ae (am (y #0), 


ou l’on pose 
M, 
p.(r) = sup (r Log r — Loge). 
peo P!) 


La démonstration est tout a fait semblable a celle de la deuxiéme partie du 
\ . 
théorème 4. En conservant les mêmes notations, on a 


ie 7! on 
La GE Po (alee [Idem] 


az? eye 


op 
as 
fa 
Iona 
- jp 
ee. 
Ms 
- 


’ f 1 j ; aie tr FM | 
94 4 c. ROUMIEU. VAUT HAE SAN 


et ensuite 


i . re x 2 : à 
3 I 3 |? 17 (p +1)! Ÿ Apts RM, N x f° d, ‘ = À 
et) |< ap (Gane Jon per) M.) 22 w+ (2k) D |@8pq|, 


‘3 L ce qui donne les inégalités (2.5.10). “ae 
* f « ‘ . 3 
4 | Proposition 4. — Les notations et les hypothèses sont celles du théorème 8. Alors, À 4 
st f(s)EdC({R,}, 9), ona à | of 
+ Ë 
(2.5.11) f ose) de = f 9(s) f(s) dz— f ale) fle) dz, M 2 | A 
(4 Li 74 ? 2 
en désignant par Ly, et Li, les courbes . À 
1 Ré 
Mr Sb a Wala acs : A 
0x) Y= 7 Q(x) a 


orientées dans le sens des x croissants : h est choisi assez grand pour que L, et Li, a 
sotent dans le domaine d’holomorphie de f(z). 4 
Z 


En effet, sur L,, ona, | | ihe) ff 


; e( + l£A ee] N Cr) )] | à 4 
quels que soient #, H; en utilisant les notations de la proposition 3, on voit quon — 
a, y désignant une constante, = 3 

[RQ(æ)\ AP (1+ 6) p! yr hPa? p! ; . J 
exp ( A )= OP eM, = SP Hem, ‘4 
2 ‘ AT 
4 Te PE tee ae > 
F PP Tee ae ee ) Py Ye ees Uo ) 4 
| ln | | a 

— exp ) K 5 
noosa] | 4 
Wee eS | | a 
Si l’on choisit H de façon que Gry Zp onaura 3 
; Be 

exp ( A) Pr i) et | o(a@+ pepe wo k )+"(%), oO Doe J 
D'où > à : a 2 

| SCENE À . a 
Grieg) o(3) =0Le CG )] pour Lou quel que soit /. ta 1-7" 


Cela montre que les intégrales ie ®, (3)/(). 4 otf. BL) dz sont abso- à 


lument convergentes, et, en vertu du théorème de Cauchy, indépendantes deh. 


{ 


4 
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Il faut done montrer que 


Jim | O(a = ty) f(xy ax ak o(z) f(s) dz 
veo PE 


So Ly 


et la relation analogue pour 9; (3). 
Soient A et A’ les points d’intersection de L, avec la parallèle à Ox d’ordon- 
née y, — X et + X leurs abscisses. On peut remplacer dans l’intégrale de droite 


are de L, compris entre A et A’ par le segment AA’. On est ainsi conduit à 


démontrer que 
x 


lim Efi OZ ty) TRE iy) — f(x)] de = 0. 
50 EG : 

En utilisant la formule de Cauchy et (2.5.2), on voit que, dans un voisinage D, 
de l’axe réel, on a 


ele ( | ae | 
fiay=Olaieye™*)| ce [fiery —fa|ZAlyi awe"), 


fe 0;(a@ + ty) [f(x + ty) — f(x) ] d: r=0(;)) 


ce qui permet de conclure, car À peut être choisi aussi grand qu'on veut. 


Proposition 5. — Les notations sont celles du théorème 8. St © — 0, o(z) est 
une fonction entière. 


Démonstration analogue à celle de la proposition 4 du paragraphe 2 
Grace au théorème 8 et à la proposition 5, il est possible Desnore la défini- 
tion du support donnée au paragraphe 3 à ces espaces 5’ (| M,j, N,}). 


CHAPITRE HT. 


TRANSFORMATION DE FOURIER DES DISTRIBUTIONS GÉNÉRALISÉES. APPLICATIONS. 


{. Transformation de Fourier dans les espaces 
SM (Ny re 8,11 Mz}, {Np 4). 


Nous étudions dans ce Sn Sloat Ja transformation de Fourier dans les 
espaces S.({M,}, {N,}) et S, ({M,}, {N,}) pour lesquels les suites {M,}, {N,} 


vérifient les conditions 

cM LRO 
ule La 0, hoe 
(OST) ii, ee pre P Np-1 


=O. 


| DES 
’ 7 | i # 
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Proposition 1. — Les suites {M,} et {N,} vérifiant (3.1.1), la trans forma- | 
| tion de Fourier et son inverse, définies par : 
. ae: IUT 
(3: 202) FE f(LYe de, fa= aS F(u) et? du 
Ù far 
st définissent deux isomorphismes topologiques entre Ss (| M,},{N, Det Sa(UN;}, {M5}. a 
ap En effet, (iu)? F (u) est la transformée de Fourier de (Cin)! J(x))”; en i 


utilisant la formule de Parseval et (2.2.1 ), on obtient | 


"+ || we? Fin (us) [= || (at f(x)” 


à p ; , 
| Sep (dak SALE ea RS THON a pire (@) Ie oe 
ERS PP a (pr +4 =D GET FORME Ne 
— dd ist J 
roe. <7 
D’après (3.1.1), il existe une constante 8 telle qu Pam à He obtient alors, à 


It 


| er FO (u)) |< ALM Ny SY AS me 


r 


r} 


—r+ 
(4 TED) ges 6. = Ar (+ AE M, np. 


ce qui montre que 
F(u) €83({Np}, iM, }); 


de plus, F (w) converge vers zéro dans S,({N,}, {M,}) lorsque f(a) converge 
vers zéro dans S,({M,}, {N,}). 
La proposition 1 permet de justifier l'énoncé suivant : 
Définition. — Les suites {M,}, {N,} vérifiant (3.1.1), soit 
g(a) 8, ({M»}, {Np })- 


Sa transformée de Fourier est une distribution généralisée 


| B(¢) = @(u) ES, ({N,}, {M,}) 
définie par la formule 


4 1 


(3.1.3) [vor fo) f(—2) ae, #5 ie ae ; + 


‘ou F(w) est un élément arbitraire de 8, ({N,}, {M,}) AR sa transformée dé”, 34 
Fourier inverse. . 20 

Lorsque 9 se réduit à une distribution ordinaire, la formule (3. 1.3) edie | 
bien sa transformée de Fourier habituelle. | 


La formule (3.1.3) définit tout aussi bien la transformée de Fourier inverse 9 
d'un élément DES’, ({N,} (M) ~~ 


: 
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Proposition 2. — La transformation de Fourier et son inverse, définies par la 
formule (3.1.3) sont deux isomorphismes topologiques entre S',({M,}, {N,}) et 


5, ({ Np}, | M,}). 
PROPOSITION 3. — Sotent 
ges. ({p!},{p!}) et veO({p!}, {Mp}). 
On a 
G(o x) =B(g) S(L). 


Il suffit d'utiliser deux.fois les relations 
[sex 6(2) du — flew) x Ÿ (x) |\g(— x) dz 


= f e@[y(—a)xe(- idee f 89) 8) 8) ae 


ou ] 


ges, (ip! {pl}, 
en supposant d’abord que Ÿ est une fonction. 


Trans formée de Fourier complexe. — Soit maintenant 


ge, ({p!}, {pl}. 


Posons, en utilisant le théorème 6 du chapitre I, 


? —=P++ 9-5 


4 2e ï 
à ou SD? gp (x); gp(x)=0 pour z<o0; PAC ere L=0(g57): 
y poo | 

7 = ; : jz Po 
: @_= > DPhp (x); Lye) == 0 = pour ee D: tire Eile =0(475); 
= A0 0) 

re LA 7 - 

4 G; (v) = — f ela ye = dx (P< 0); 

<i p ( ) Var f S 7 ( 


1 0 
H,(w) = Tres Re re dx (p> 0). 


À I 
On aura, pour ¢<— 7) 


Jl 


Fe M Fe te 


oe GIE f Leolw)|etdeZyEllgp(aye À : 
Dot » | 
| | 4 I 
a. Gp(w) =0 (pr) et, de méme, H,(%) =0(go5) (px). 
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On peut alors poser kdo AC) x Be 


O(w) = Hwy G,(w)  (< 0); 
p=0 


‘ C2 


| Dw) = Ÿ (iw H,(w) (9 >.0). 
= ; se: LA p=0 
4 | | 
ae On voit que D(w) est une fonction holomorphe pour ¢ £ o possédant la pro- 
% priété : Quels que soient h, k, ileæiste Atel que, 
; iw] y 
Pet (3.1.4) |D(u+iw|ZAe * pour CES : 
on 
ie Lorsque » tend vers zéro par valeurs positives, ®(u—z) at P(u+w) 


convergent respectivement vers G(9,) et vers G(9_) et l’on peut écrire 


(3.1.5) S(o) = ®=—lim[®(u — iv) — D(u+iv)]. 
p > 0 
v>0 


Lorsque 9 est une fonction, ® (#) est sa transformée de Fourier-Carleman [10]. 


= Tutortme 1. — Pour de @(w) soit la transformée de Fourier complexe d'un 
élément 9ES, (| p!}, {p!}) de support contenu dans le eee [a, b], dl faut er 
il suffit que D(w) soit une fonction entière vérifiant 


Tim > Log | D (re) | £ a sin 0 (sin§ 0), 
(3.1.6) ey 

lim “Log | ®(r ce) | _<bsin 0 (sin § So). 

rye 


Montrons d’abord que sig€S,(jp!|, | p!|)etasonsupportcontenudans[ 4, b]| 
les conditions (3.1.6) sont satisfaites. Utilisons le théorème 7 du chapitre IT. 
On a 


’ y \ à is D’ 2 Tp(æT), 


p= 


avec g,(æ) =o pour æ <'aetx >b; 


! 


À Il $p(2)|,=O Geet) : (p>2) pour tout x. 


h + . 


1 
# G,(w) = al: Sala) eo" dex ; Ne te 
u a . : | 
On a, pour 60, pour tout h, A désignant une constante 


(] be Va 
|G,(æ) | <= VE = a || Sp (æ) lu 


SANT oe 


‘> 
x 


Pe te Sew cae, Wet 
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D'où 
ONCE | yp |? \ = La 
@ VP LR eA AEs es IY ‘ | @l » oe ON aaa 
| (w) |= ee € jp krpi) kp!||g,(x) lat Ae i (A = Cte). 
p= 
D'où 


lim ~ Log | ® (re%)|<bsin§ + i 
d 
ce qui donne la deuxième condition (3.1.6). La première s'obtient de même. 
Montrons la réciproque. Les conditions (3.1.6) entraînent d’abord 


a 
lim —Log|®(u)|—o ({[3], théorème 3.4.4), 
U>+a U 


d’où 
M(uw) ES, (| p!}, {pl}. 


Il existe 9ES, (jp! |, {p!}) dont D(u) est la transformée de Fourier. On aura 


¢ = lim [¢ (#7 — iy) — 9(@ + iy) J; | 
yo 
y>0 
[ = ea 
(5) = — = Du) ei du GE 0); 
Ver J, 
0 
p(z) = ee @ (uw) ets du (y= io): 
OP à 


On voit facilement que la formule 
Ds) = ts ahs @(ir) e 7° dr 


Var 


définit une fonction holomorphe pour + > b qui réalise le prolongement analy- 


tique de 9(z) sur la demi-droite æ >> b. On a done 9 =o pour x > b; on établit 


de même que 9 =o pour æ< 4. 

Proposition 4. — Soit 9 €S',(|M,| | + 2%} ). Sa transformée de Fourter est une 
fonction continue D(u) vérifiant, quel que soit h, | 
(3.1.7) Lo et |= aM (LL + o(1) (ute). 

Geo) g : TE Fa 

Utilisons le théorème 3 du chapitre I. Ona 

© =>. Dr 2, (a), 
pat 
les g,(æ) étant des mesures vérifiant 


+ 
a 


I 


gp (2) de =0 (pr) 


1 À : | LT n'y Fr ES PR SU 
A “ 4 F) ‘ wi ee 
‘ \ ; À 
ee LR ; ; tale x | + Te 
a : 100 : : l ! C. ROUMIEU. LE = nhs + Es ) 
te Posons Zu 
a . I ae iux 
Le G, (wu) see Je Ep(£) on LA 
4 Ÿ à | On a ‘ A : L 
SM , . 
ah? ; ; G 27 | SADBILALS “4 
Bee = | INS nM > 4 | k ‘3 a 
; + À C2 | | 4 
Ye PA Du) => (iu)? G,(u); ; Lf 
Ba t er ei we 1 | È 
at) 12 2 ( sup oa | Sum, [lente lac, 4 
UP 7 M tae | a 
V27 p= p= ‘ \ "4 . 
| AN “ 0 w x. 
| CAL ATEN ce qui donne (3.1.7). Les G,(w) étant continues, ®(w) aussi. ; | À 
NE l | ' 4 CHAR 
eae “Proposition 5. — Soient f(a)E@({M,} de support contenu dans (a, b) 2100 4 
2s F(w) sa transformée de Fourier complexe. Il existe des constantes À, h, telles que ‘# 
ca | lu ree 
Lan Log|F(w)|<A — wm (44 he )+ be (#5 0), F ‘= 
are LT | ber NE . 
Log |F(w))<A—M (Le 7 Lt) + ae (PO: bit È 
LA | . y j " | 
On a, en effet, | ~ 
, ee 
Ni ey R@ YS Se Jr 
ie Pa i | PNET & j : 
ss an 
Ri oe 
et, HART (172.1), 
A(b—a) 
|v |P| F(w) | LE M, pour tout p. 
Yar 
eet sen D On | | ltrs | 
FN : hPM ae je 
4 F(w A =e) ev inf. Py 6 
: aren : | | ( ) ja — ney | wp? ; 


a ee qui donne la première relation (3.1.8); l’autre s’obtient de même. 
TEA SA, À | | " 


2. Structure des distributions généralisées ba 
construites sur une classe non quasi analytique. 


a ~ ; ‘ | 4 x 
Lemme. — Soit {Q,|EM et ee ("= oleh Il existe une dise 4a 
Ee ns généralisée L MENT 
i PE i tes) lt <7 ets LU E({R,}), 
KE = 4 à (Mye mm 


de support ee et une een 


we) eS (1 Qp}; {Pp 
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nulle pour x 0 vérifiant 


(3.2.1) Ye Mei (i 0 (mesure de Dirac). 

Posons, en effet, 
(3.2.2) Ci) = (+2 ; = Qa, 
al a.) ah Qp 


F(#) est une fonction entière de la variable complexe w = u + iv. Montrons 
d'abord que l'(#) est de type exponentiel nul : on peut écrire, en désignant 


par g(r) la fonction de distribution de la suite { q, 


= Log |P (re) | 14-5, 


a Ds PART 
See ites ant 
=) Log ( re | date) cf “e 


On peut toujours choisir a assez Fu pour avoir J= =; puis r assez grand 


avec 


pour avoir I<, d’où 
mete: 
: . I ; 
(3.2.3) lim = Log|T(re)|=0. 
Montrons maintenant qu'il existe une suite {R,}€ 01, de fonction associée 
R(r) vérifiant | 
n (121) 
(3.2.4) T(u) =Ole : (u— oo), quel que soit /. 


‘ On a, en effet, 
Log|T(w) |= 3 f Log (1+ 5 ) dg(e). 


On vérifie facilement que Log|I'(z) | vérifie les hypothèses du lemme 2. Il existe 
donc une suite {R,} EIN dont la fonction associée R(r) vérifie, quel que soit #, 


Jim, | RZ) Steel (a) | | en 
ce qui donne (3.2.4). È 
Enfin, on a, pour “(0 << qi), 


ur D et p+ ileal 
Tp dp Tp Ip 
d’où l’on déduit 
p 
(3.2.5) E(w) | XK (a)s sup LAP K (n) tie (Zn), 
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avec ; 


p= n 0 


Q(r) désignant la fonction associée à (Q,!. D’après (3.2.3) et le théorème 1, 
T(#) est la transformée de Fourier d’une distribution généralisée y de support 

4 : | 1 
origine. On a R(r)==Q(r) et la suite {R,} vérifie aussi (R,ÿ=0[(R,ÿ | 
d’après (3.2.4) et la proposition 4 du chapitre II, ona 

l(u)esS,({p!},{R,} 
donc x 
yES,({Rp},{p!}), puis yes,({R,},{p!}), 

et, puisque y est à support compact, y E&'( | R,} ). Parailleurs, d'après (3.2.5), 


I 5 I 


NCS atid Sh Re CPE Tees en POE 


ey a est la transformée de Fourier d’une fonction 
wo(r)ES2({Qpr},{p!}), donc w(x)es, ({Q,},{p!}); 
w(x) est donnée par j 
He ier 
eut du. 


I 
=e. T(u)? 


en remplaçant l'intégrale le long de l'axe réel par une intégrale prise le long 
d’un demi-cercle de grand rayon, de centre O, tracée dans le demi-plan ¢o, 
on voit facilement, d’après (3.2.5), que w(æ)— 0 pour 2 < o. Enfin, la rela- 


tion OM) rp — 1 donne (3.2.2). 


Tutorime 2. — Sovent {M,) EM et | M, } EON. Il existe une distribution géné- 


ralisée y € L) &'(|R,} ) de support origine, ne dépendant que des suites {M,}, 
{Rp} EIN 
{M}, possédant la propriété suivante : 


Toute distribution généralisée o € @'( | M,,|) est de la forme 
(3.2.6) | p=yk/(x);  f(æ)e®,({M,}); 


de plus, si 
PES, (M, EN»})  [resp.peO'({M,}, {Np})], 

ona | 

fJeS(iM,}, {N, }) (resp. fes, ({M,}, N»})]. 


Soit, en effet, Q, = inf M,M, ,; quitte a remplacer {Q,! par une suite 


q=0 


Se Sad 


“hr Len Sie sh D 
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« plus petite », par exemple oe Q,-,e” (7), on peut supposer que {Q,,| vérifie 
=p 


] 47 - 
(Q,»=0l 0,,ÿ|. D'après le lemme, il existe y et w(a) vérifiant (3.2.1), 
avec w(@7)ES,({Q,}, {p!}) et w(x)=o pour e<o. Si oE@',({M,}), la 
régularisée I(x) = x w(x) est dans D'({M,)). En effectuant la convolution 
par y, on obtient (3.2.6). De plus, on voit que si 


g€S({M,},{Np})  [resp.O'({ Mp], {Np})], 
on à 


(7 oe AR vig : 
}s {Np}) [ resp. S,({M,}, | Np})]. 


THÉORÈME 3. — Sovent © et Y appartenant à (y &'( | M,|). Alors, le segment- 
| (M, em 
support de © x 4 est la somme des segments-supports de 9 et . 


Ce résultat a été démontré dans le cas où 9 et d sont des fonctions par 
Titchmarsch ([24], p. 324). Dans le cas général, c’est une conséquence immé- 
diate d’un théorème de Lévinson ([20], chap. IN) : D’après ce théorème, le 
théorème 1 et la proposition 4 du paragraphe 1, la « densité » des zéros de la 
transformée de Fourier d’un élément 


ge LJ 8({M,}) 


{Mp} Eon 


DE 


de segment-support (a, b) est - D'où il résulte que la longueur du 
segment-support de © xv est la somme des longueurs des segments-supports 
de o et 4. On sait, d’autre part, que le support de © x Ÿ est contenu dans la 


somme des supports de + et Ÿ, ce qui permet de conclure. 


Taéorème 4. — Soit | Q,} une suite positive logarithmiquement convexe vérifiant 


eo V = Loo - E +o. 
(3. 7) — QO, Bilger, << 
pss 

Alors, toute distribution généralisée gE &'(\Q,}) est égale à une série de la 
forme (1.3.2) convergente dans un certain &' ({R,})({R,}, EM), les mesures bp 
ayant leurs supports contenus dans le segment-support de 9. 


L'hypothèse (3.2.7) permet de remplacer (3.2.4) par une inégalité analogue, 
mais valable dans tout le plan. D'abord, l'hypothèse (3.2.7) équivaut à 


HS Loge 
cee { DORE dp < +e, 


838888 eee ”—"”_—_l ese 
. (1) D’après le lemme 4, p. 55, la suite obtenue appartient à OY. 
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en effet, on a 
q(r) Logr ao) di | 
= lim | one + fia (Loge —1) dp 


D a a oF ee nf ere! | 
| | 
d'où . | r 
* ge) = Qr-t Log Qe. | 
rf zr (Loge — 1) dp <>) “Log 
ce qui montre que (3.2.7) entraîne (3.2.8). D'autre part, ona . 


2r ? ~ / r) / r 
a re (Loge — 1) de > TU) Log”, 


ce qui montre que (3.2.8) entraine 


m 207) Logr _ : - O71 ice Q» 4 œ1 
Deshi Ee bei Loe 


him, 72 


D'autre part, on a \ 


we i) R 
Af Bars sei rar a aise Je ae sl 0 ap J ae p) 
| ci ee k) | re p) MBS LN ek J eter dp, 
d’ou 


fj meee PY gene 


Tr? 


On déduit de là qu’il existe une suite {R,} € 9N telle qu’on ait, quel que soit #, 


(3.2.9) \ Pre) ZA e"() MA = Cte). 


En raisonnant comme pour le théorème 7 du chapitre II, on voit qu'il suffit 


de démontrer le théorème 4 dans le cas où 9 a pour support l’origine. Sa trans- 


formée de Fourier est une fonction entière vérifiant 
(3.2.10) D(ret)— O(er) quel que soit € > 0, 
Jul 
(2. Bin 1). * Bt O [ee ( : )] quel que soit k (u réel). 


La fonction te est holomorphe dans le demi-plan ¢< 0. D'après (3.2. 5) 


et (3.2.10), ona 4 


’ 


| % 
| Tiw) i B. &" pour tout ¢> 0, | 


et, d'après (3.2.5) et (3.2.11), on a | . ENS + 


D 
Ten =O) (u>to). 
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D'après un théorème de Phragmen-Lindelof, on a alors 
| ®(w) | =BIT(w)| 


dans tout le demi-plan vo (B = Cte). D’après (3.2.9), on a done, quel que 
soit k, 


(3.2.12) lo (oy abe EE (v Lo). 


_ Considérons alors le développement de Taylor de ®(w), 


(3.2.13) LION C, (iw). 
ia p=0 
On sait qu'on a 
|Go|r?£sup|® (re?) bs d’où |C,|r? AB at 
per 
r 1 
Ge AB int(r-re"i)) = AB Jim a (Rp | Cp |)? 
3 ke R, 


et, puisque & est arbitraire, 


1 
im (Rp| Cp |)?= 0. 


Il en résulte que la série D C,6'”) converge dans @'({R,}) et qu’on peut écrire 


p=0 
9 <> C, ol”), 
po 


ce qui achéve la démonstration. 


Remarque. — On ne peut pas, dans l’énoncé du théorème 4 remplacer la 
condition (3.2.7) A une condition moins restrictive. En reprenant le calcul 
fait ci-dessus, on a 


ae Log|L(— ir) |Ÿ ef rene q(P) y 


p+R . p? 
= a p> p) Loge = 


croit avec R et ak Si l’on suppose 


(On pire le fait que - S 7 


D et target = +2, 


c’est-à-dire 
if 7 (Py ose roe dh= +, 


on à 


—- 0. 
r? 


fa Log|I'(—ir)|dr _ 
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Alors, si l’on pose 


Civ) pe C, (iw )?, 
p=0 
ona 
T(— zr) =>) Cyr. 
p=0 


Les C, sont positifs. Ona 


I 1 3 G I 


Cina Gi gees Se a SEE onu : 
À Sl 7 “ee Vay 96:98, - + + TBp+s dd LA Ee Tops 98:98: - + - WBp+s 


les sommations étant étendues à tous les systèmes d’indices vérifiant 


An Ay. sie < Ap 15 Bi< B2...< pp EL Pps; 


I 1 a I 
(BR ——S — ———— RE 
p) 2 Jas Ja? “Ta, 96:46: - ‘98, 2 Juas-- a, 2 Jay TBs B:- : -98, 
(a <a... << Api < Ep; Ba < Ps. <hpde 


Et il est facile de voir que C,~C,,C,,,, Ce qui montre que la suite { C,} est 
logarithmiquement concave. Posons 


C(r) = sup C,r7; 
pro 


ona 


B12) 2(r) YS =2G(n, d’où f SSF axe, 


r? 
p=0 


ce qui montre que la série > C,9V ne converge dans aucun @'({M,}) (théo- 
p=0 


rème 3 du chapitre I). 


3. Structure des distributions généralisées 
construites sur une classe de fonctions analytiques. 


Erupe DE CERTAINS PRODUITS CANONIQUES. — Soit {A,} une suite positive, non 
décroissante, vérifiant 
(3.3.1) a. lim Ls ae b. D +0. 
UE i Ap 
pi . 


Soit ¢, une suite de nombres égaux à +1 ou à —1; on pose 


£ . ———- 
(3.3.2) SU ty ax lim $(r); b= hm S(r). 


hp £r 
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La série > 52 étant convergente d’après (3.3.1, a) on peut définir une fonc- 
| 
tion entière T(#) par 


- iano aes : 
(3.3.3) Civ) =| f (14 "he Mp (w=u+w=rel®), 


Ae 
pA 


ce qu'on peut écrire F(æ)=T,(æ)l,(æ), avec 


L,(w) = Il (re Ps.) = ll (:- te oi 


On désigne par A,(7) et À,(r) respectivement les fonctions de distributions 
des modules des zéros des fonctions ',(w) et T.(w). 
On pose 
ÀA(r) = hr) +A2(r); ur) =A(r) — tr), 


A(r) est la fonction de distribution de la suite À, Les hypothèses (3.3.1) 
s écrivent aussi 


(3.3.4) a. lim APTE b. {a din = + 0 ; 


et entraine 


D'autre part, ona 


AT UD ON Er) DTA 
siy= f | NE 


,; NT ROC RETIRE lu f Da =a 
À (3.3.5) é Eu f p° do =b; ge : p? de 


> 


On peut écrire 


(3.3.6) : IT (uw) =11(+5) (u réel), 


(3.3.9) Log|T(ir)|=H(r) +K(r); Log |T'(— ir) |= BH. (7) —K(r); 


7 H (7) =f Log | a): ce 
gan) ken f [imme d)loomf vente 
| =|" ty aes au. 


eae: 
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Lemme 1. — Ona 
I 


tim Log|T (a) |= 0 


u>e |u| 


découle de (3.3.6) et d’un résultat de Carlson ([4], Note IL). 


Lemme 2. — I'(w)I'(—w) est une fonction entière de type exponentiel nul. 
En effet, 
IT(w)T(— »)|=1| = ms AMl(1+ 7 )= IEC) 
p Pp 
découle alors du lemme lt. 

Lemme 3. — Ona 

En st) i 

ra 7 re 7 


De plus, quels que soient e >0 ety >1, ona 

(3.3.9) H(r)> — cr; H,(r)>— er 

pour un r vérifiant —ryR dès que RER, (E, Y). 
Considérons la fonction entière 


Givi Il (1 se) 


Ep=+i 


On a 
H, (r) = Log|C(r)|. 


D'après le résultat cité de Carlson, G(#) est de type exponentiel nul, d’où 


Tim Et 230: 
EN ; 
la formule de Carleman appliquée a la fonction C(#) dans le demi-plan ¢ > 0 


montre alors que 
R 
. I I 
Jim f € = Be) Log|C(r)|dr 


existe. Supposons qu'on ait, pour une infinité de R; tendant vers l’infini, 


H,(r) <—er sur les intervalles à] —r—yR,. On aurait alors 
ME Stee WH) due def à à 
7 


ce qui entraine une contradiction. Le principe de cette démonstration est dû a 
M. Kahane ([16], p. 88). 
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wan 


LEMME 4. — Ona 
: | re 6 
(3.3.10) t Jim 7 Log| P (ir) (20; Jim = Log|T(— ir) | a— a. 


D'après (3.3.7) et le lemme 3, il suffit de montrer que 


GO) y K (r) 
ie te 


et lim as 


On a, d’après (3.3.5) 


Hf BAD) ub +e dés que pS R,(e). 


0 


a 


D'autre part, d’après i 3.8) ona —— =I-+-J, avec 


Ry 


=< B®) | 29 que 
I = f aes J Hs Res He sup (| [ES oe 1) 
rie 
i. Ie 
t= [rot Ge eset off i 


R, étant choisi, on peut toujours choisir r assez grand pour avoir 


Ze, don Fim <6 4g, 


et, puisque ¢ est arbitraire, 


L’inégalité ; 


s'obtient de façon analogue. 


Lemme 5. — On donne les nombres a, b finis. On peut toujours choisir les &, de 
manière à satisfaire les conditions suivantes : 
K(r) 


ete re lim —— — «; 
> Ta ro tad 


a. 


b. Quels que soient < © 0 et y >1, il existe une infinité de R, croissant et ten- 
dant vers l'infini, une infinité de KR, croissant et tendant vers l'infini, telles que 


K(r)=(b—5e)r pour Sr LYRy 
(3.3.01) R' 
| ROSES r pour | ee 


On voit d’abord qu on peut Nk, les ¢, de manière a avoir les propriétés 
_Suivantes : : 


lim S (7) =; ars eae 


\ 


Ÿ 


ae ; ll #7 fae id okie oi a ae ee 

| ei ae # PK 

“i NT 

- à 110 

É GF © b. IL existe des nombres R, croissant et tendant va sl infini, Fr nombres R 

bese croissant tendant vers I’ inet tels qu on ait, quel que soit ‘> tva 

‘dot a . é 

4 4 f, R : 7 W 

i : M. S(r}>=b—E pour PER sat | | | | 

TRS ONU (OA ae 
frs R, | See 


S(r)aa+e pour ea 


Ms cela découle immédiatement des propriétés classiques des séries divergentes. a 
7 eee 4 On a oe 
alae LECT <¢ pour rs R(t) SRe(é)- i 
' _Onaura alors — Var. u né OS 
PY 2, f aly SOU ONO pour Re SRI "LT $i 
pay Le : \ a ve 
EL: ie | di. rS RQ) is 
Vic PARLES, beg j : Ld dr eee pour Br rect gt ; 
£ or. Migs à G TES 
a ‘ \ ; 
+ ! | i 4 ‘+ at di 
Posons K(r) =1,+1+1,; | 
a0 ; 
à. 
I fi area yaar A | 
eas ni DR NUE yeTUA 
4 Rq 720 w a r à 
nl ny eg LES a pt LE ts 
Ry (t= 0) À qRy (r+ po} L | wr ald 
. q - | 
avec Peas a 
is ‘ | à 
+ SR, (e) et az Her Lye qRy- (3 ty " » 
= ; = "1 
a? à F J 44 a 4 ‘ 4 7 
Ona, en posant M= = sup p| ft 
a o ” TE 0 


4 A vi 
} sy : en ZM 
‘ ‘ " { ro : . ; » 
Adi | ie | ZM 
10 at ; a! 
Ri Léo | 
eg: . inet ie ie 3 4 
À ae " . à i # F. } 
ila ernière expression obtenue tirant lord’ on changer 
AO BL 


Pa. / 1 
‘à parcourt! l'intervalle (+ mes fy Ag a) son minimum est atteint FT a ex 
A J L Py 4 ss Sa 5 


a trémii 
RER 


a ha A, 
ae f OL à = - 
« \ aa Ce 
ie . Pe 
= ec 
. 

Fe s 
«f ‘ 5 
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cet intervalle et vaut (b — 22) ape On voit qu'en prenant q assez 
grand, on aura ; 
L=b—3:; |hjae; |L|<e; 


d’où la première inégalité (3.3.11). La deuxième s'obtient de façon analogue. 

Le résultat suivant intéressant en lui-même, est à rapprocher d’un théorème 
analogue de MM. Kahane et Rubel [17] établi par une méthode tout à fait 
différente. 


Tutorime 5. — On donne deux nombres a, b et une suite positive m, vérifiant 
les conditions suivantes : 


Mp ; : 
A est non décroissante ; 


e 


ij nt & T ‘ 
En = cos N =+0. 
LEE I) ar Mp 
Soit M(r) la fonction associée à la suite |M,\={m,, ms, ..., m,}. Alors, il 


existe une fonction entière T (æ) vérifiant 


(3.3.12) Log|P(u)|=M(|«|) (u réel) 


de type exponentiel a dans le demi-plan inférieur, de type exponentiel b dans le 
demi-plan supérieur, et telle que le produit T(w) T(— w) soit de type exponentiel 
nul. 


La fonction ['(w) sera donnée par (3.3.3). La suite {A,} étant fixée, 
le lemme 1 montre que l'(w) est de type exponentiel nul sur l’axe réel; les 
lemmes 3 et 5 montrent qu'on peut choisir les e, de manière à avoir 


Leo. Tm Loslh(— 7) _ 
r>e F- To te 
; 


Un théorème connu de Phragmen-Lindeléf montre alors que F(#) est de 
type exponentiel a dans le demi-plan inférieur et b dans le demi-plan supérieur. 
Enfin le lemme 2 montre que F(#æ)F(— #) est de type exponentiel nul. 

Il reste à montrer qu’on peut choisir les À, de manière à satisfaire (3.3.12). 


| PTE 
Montrons qu'il suffit de poser À,—m,,. En effet, la suite > est alors non 


LA £ . s À i e 
décroissante, et la fonction es est non croissante. 


On a d’abord 


git) x(r) of KT): 
Î > > 7 J p= A(r) 
Ensuite, on déduit de | 


nr (6) "A(ep) NES PAL 
: (3.3.6) LoglT(r)1= f FE pi “Paz f i asset eae mee 
: i 


‘5 2f apr tna(i+ 9) f Bacs f Ba, 


\ 
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c'est-à-dire 
72? 72? F TP 
Sees SUD ——— Aap eee 
DR eae ) Mu Me... Mop pro 7, My... Mp 


T(r) sup 


wag AT AE 
ce qui achève la démonstration. 
APPLICATIONS AUX DISTRIBUTIONS GENERALISEES. 


Tutorime 6. — Soient {M,} et {M} deux suites positives logarithmiquement 
convexes vérifiant 
1 M, 


(3.3.13 lim — = + 0; lim — —— 
) p>a P M,-1 


Il existe une distribution généralisée Y de support origine, ne dépendant que des 
suites |M,}, {M}, possédant la propriété suivante : 


Toute distribution généralisée 
pes, (IM>} {N°} (resp. O'({ M7}, (Np 1)] 
est de la forme 
(3.3.14) g—=yx/f(z); Ja)eR (MIN) [rep f(z) ES. ({ Mp}, {N,})}: 
Il suffit de montrer qu'il existe 


w(æ)es, ({Q,}, {p!}) (Q, = infM,M,, ,) 
q£P 


et y de support origine vérifiant y x w(æ) = 2. On peut d’ailleurs supposer que 


|Q,| vérifie (0, —0[(0,.>]. 
Si M,}EeM et {M }Eon, le théorème résulte du lemme du paragraphe 2 


P me 
Si Pune des suites {M,}, {M, } n’est pas dans ON, il en est de même de {Q,}. 
De plus les conditions (3.3.13) qui s’écrivent 


m(r m'(r Ree 
lim 2) = lim 2-0) +10 entraînent ad) a0 
“4 


puisque 


g(r)=mi(r) + m'(r), done lim - Q» a Oh. 
p>o P Qp1 


Considérons alors la fonction F(#) définie par (3.3.3), avec À,— RE de plus, 
PA 


les ¢, sont choisis de façon que a= b=o. Alors, d'après les lemmes 1 et 4 et le 
théorème de Phragmen-Lindelüf, T(#) est une fonction entière de type expo- 
nentiel nul, transformée de Fourier d’une distribution généralisée y de support 
origine. On a, d'autre part, pour |¢|<4(0 <4 <A,), 


LE) W EnV 
ji Se Di +- et Ê SA Les ey tet 
P Ap + Ap à dp 


a 


SUR QUELQUES EXTENSIONS DE LA NOTION DE DISTRIBUTION. 113 


P fq % : 
A=[ Je; Bz IT (:-¢) 
G1 g=p+t : 
On aura quel que soit p, 
Fie Uk eee 
RATER oy cee di 


d’autre part, ona 


LogA > — 7] M, si M— sup 


et 
BS] (:— i Jen =B(n). ( 
q=1 


[On utilise les inégalités faciles a vérifier (1— a) e’<(1+a%)e"<1 pour 
x > 0.] D'où finalement 

[T(w) | SB (n) e+ Qe) pour |¢|—n. 
On a done 


gett du ’ ; : 
7 — est transformée de Fourier d’une fonction 


P(u) 
w(x)es,({Q,} {p!}) 


î 


et l’on a w(x)x y — 0, ce qui permet de conclure. 


Taéorëme 7. — Soit un segment (a,b) et une suite {M,} positive logarithmique- 
ment convexe vérifiant 


5 — ; a _ non décroissante ; D M =D, 

Pi 
Alors, l’espace S,({M,}, {+ æ}) contient une distribution généralisée Y(x) 
ayant pour segment-support (a, b) et telle que le produit de convolution 


(2) & y(— x) ait pour support l’origine. 


Par la transformation de Fourier, on se ramène à montrer qu'il existe une 
fonction entière '(#) de type exponentiel —a dans le plan vo, de type 
exponentiel b dans le plan ¢>0, et vérifiant 

et Là 21 | 
fi _ | Ez) Pe ae ‘ rss quel que soit 4, 


LV n 
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et telle que T(æ)T(— w) soit de type exponentiél nul. D’après le théorème 5 
il suffit de construire une suite { M’,} vérifiant les conditions : 


croissante ; 


. 


9 

LA 

SI 
| 
— 
8 


M'(r) <M(;) — Log; = quel que soit #. 


La condition d équivaut à : 
m' 


d. lim —2 ===. 


poe Mp1 


La suite {»,,} définie par 
fe I Lee I ) 

m,=m Ree 
4 Pree Pin itt Es My, 


satisfait aux conditions voulues : c’est à peu près évident pour a, b, d’. Pour c 
il suffit de poser 


Sp = — mete 
my, M My 


et de remarquer que le produit infini 


II (: rs =) TI 
mn; x Sp+1 
P P 
est évidemment divergent. 


Tutorime 8. — St 9 est une distribution généralisée à support ponctuel et 4 une 


x 


distribution généralisée à support compact. le segment-support de 9x4 est la 
somme des segments-supports de 9 et 4. 


C’est une conséquence immédiate d’un résultat de R.P. Boas, théorème 5.4.12. 


4. Application à l'étude des équations de convolution. 


Lee. — Soit 9 € (3) S,({M,}, {p!}) vérifiant o =o pour x < 0. Alors, la 
Mp} En 
transformée de Fourier P(w) de 9 est prolongeable en une fonction ®(w) de la 


variable complexe w= u + iv, holomor phe dans ¢ < 0 possédant la propriété sui- 
vante : Il existe une fonction non décroissante y(r) vérifiant pee AU) = dr + et 
telle qu'on ait, quels que soient ¢ oeak>o, 


(3.4.1) Log| ®(w) = ZA+y(lul) +e |e | pour va — = 


A, constante pouvant dépendre de < et de k. 
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ons la formule eee -6) avec M,= + pour p > 0: ona 
‘Seal! to À M); avec J(x)EQ( {+}, {p!}) et IKE)= 0 pour 2< 6; 
Passons aux transformées de Fourier 
D(w)= (9); T(w) = 5 (y); F(w)=%(f). 


Ce sont des fonctions holomorphes pour ¢ <0. On a pour 6 <— 7 
. cere , 


(3.4.2) Foyle [Lee de 


ef e dx ZB (B = Cte). 
0 


D'autre part, la formule (3.2. 2) donne, pour »o, 


rent) notée 


pHi 


Le (up J(æ)'e aK 


Posons 
207) = Log| P(r) |. 
La formule (3.4.1) découle alors de ®(w)=T(w)F(w), de Vinégalité 
précédente et des inégalités (3.2.3), (3.4.2). 
Tutorime 9. — Sout o€ ey S_({M,}, #2 \), vérifiant © —0 pour x < 0; 


{Mp} ER 
D(w) sa a trans for ‘mée de Fourier. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il 


existe une distribution généralisée o € by D ({M,}) vérifiant 
(Mp) E ae 


(3. à 3) a 9 kp—Ù 
est qu'il existe deux fonctions c(r), a(n) définies Tiga r > o, non décroissantes, 
vérifiant 


(3.4.4) | | [LE dr <+ 0; iN 9 y = Ac 


et telle qu'on ait, quel que soit e > 0, 


(8.4.5) Log d(w)|=A—a(|ul)—e|e) pour v+r(|u|) Lo, 


A, constante pouvant dépendre de ¢. | | 


La condition est nécessaire : Soit s° € ®({M,}) vérifiant (3.4.3). T > o étant 
donné, soit 9, une distribution généralisée nulle pour æ >T et égale à 9 pour 


DRE Non (3) LXXVIL — Fasért, 15 
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x CT. La valeur de ox 9 sur (—o, T) ne dépendant que des valeurs de ¢ sur 
(—o, T), on peut écrire 


o k (r= 0 + hy, avec hye \ ] S.({ M, {p! }) 
Mp} Eon 


et hp=o pour æ < T. Prenons les transformées de Fourier 
P(w) =B(Q); Rr(w) = (pr) et Hy (w) = &(Ar). 
Ce sont des fonctions holomorphes dans ¢ < 0 vérifiant 
(3.4.6) D(w) Rr(w) =1+ Hr(w). 
a, k, T étant fixés, on a, en appliquant le lemme à la distribution déduite de A, 


par la translation — T, 


Log|Hr(w)|ZA+y(Ju|)+ale|—Tle| pour oZ—t. 


I I . . . 
Posons 7(r)=— sup Cr rx (A+ U(r) +Log2 )): r(r) satisfait bien aux 
conditions de l'énoncé ; de plus, la relation 
p+t(|lu|) Lo entraine |Hr(w)|Z£ = 
et, d'après (3.4.6) 


(3.4.7) | ® (wv) |.| Br) |S 


I 
2 
D'autre part, d’après le lemme, on a, pour ¢+ +(|u|) Zo, 
Log|Rr(w)|ZAi+y(lul)+elvl pour tout <> 0, 
d’où l’on déduit 
Log|®(w)[=— Ai — Loga — y (|u|) — ¢] |), 
ce qui donne (3.4.5), avec o(r) = ya(r). 
La condition est suffisante. Soit 


gE LU S({ Mp}, {N»}) 


Mp} Em 


satisfaisant aux conditions de l’énoncé. Posons 


(3.4.8) i ile Le 
Pale) = Tan JUNE) 


où L, désigne l’are de courbe + +(|u|)—0, |u| a, orienté dans le sens des 


u croissants. Soit /(a)€@({M,}) de support contenu dans (a, b), F(æ) sa 


i 
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mr 


- . ~ ; . . ac 
transformée de Fourier. Calculons le produit scalaire f O(a) f(x) da, Ona 


eve dx 


P(w) 


“La 
+ thy \ ate 
Le ie as mal f(a) ce = f FC Le ia 
mee J, 


On a d’après l'hypothèse et la proposition 5 du paragraphe 1, 


f Da (æ) f(x) dx = Ti. 


100 


3.4.9) prey | Cexp| (O+ 2) 6 MO) euh] 6+r(e) co 
etsurL,, : \ 
D’après le lemme 3 de la page 65, on. voit que l'intégrale EE > sera 


absolument convergente si la suite | M,} vérifie (1.2.16) et 


\ (3.4.10) lim IMG) —kr(r)— o(r) |=+ 2 quels que soient h et k. 
r+ 

D’après le lemme 2 de la page 65, il existe, pour chaque 4, une suite 
| M, EN vérifiant (3.4.10) quel que soit À et, d’après le lemme 5 de la page 56. 
il existe une suite {| M, |} EN vérifiant 


M, M,.k 
EN, 
M, 1 . 3 M,— 41,4 


quel que soit k, 


ce qui entraîne M( 7 -) ZM, (r) et par suite 


OR ES PE ETES 


La suite {M,} étant ainsi choisie, l'intégrale fo" dw où L désigne la 
L ‘ 


courbe e+2(|u})=0, converge absolument et uniformément lorsque / 
parcourt un ensemble borné dans @({M,}). Il en résulte que p,(x) converge 
dans @’({M,}) vers une distribution Éulies o donnée par 


ei: D 4 


(3.4.41) Bae Dtw) ——— dw. 
Montrons maintenant que p =o pour a <o; pour cela, reprenons la formule 


fe Ho) def a Me, 


et supposons b < 0; on Saut d’ailleurs choisir ¢ de manière à avoir b+e<0o. 


118 C. ROUMIEU. 


On montre alors facilement que f ea /(æ) dx tend vers zéro lorsque x tend vers 
l'infini, en remplaçant l'intégrale sur L, par une intégrale prise sur un cercle 
de rayon 2 tracé dans le demi-plan y < 0, et en utilisant (3.4.9). 
i 1] id ) : a 4 / | 
Il reste à montrer que 9 x 2 — à, c’est-à-dire que pour toute /(x)e @(j M, |), 
ona 
if (9 wp) f(x) dr =F (0). 


Or, ona 


[ex 0 ft de = fox) )[o(— zx) x f(x)] dx 


=f amy OF) aw = f FC u) du = f(o) 


Remarque. — En précisant un peu la démonstration, on voit facilement que 
la restriction de 9 à l'intervalle (=, T) appartient à la classe @’({M,}) 
s’il existe un nombre « >1, tel que 


EME . aoe : 
lim iM(;) —Tt(r)—a(r)—2 Logr | >— quel que soit h. 
r>e é 


Par exemple, si l’on a|®(w)|Alu|* (a >1) dans un demi-plan Ze, on 
voit que ¢ est une mesure. 


Lemme. — Les suites |M,}, |N,| vérifient (2.2.4) et 


eV 
+ lim — < + ©. 


p>e P Np-4 


(3.4.12) 


Soit f(x)ES,({M,}, |N,}). Sa transformée de Fourier est une fonction 
entière F() vérifiant | 


Log|F(w)| ZA — M(t) + acto) pour un A, un h, un k. 


M(r) ST la fonction associée à la suite {M »} et g(r) la fonction associée 


jp! à. 
à la suite ING" 


En effet, d'après la proposition 4 du paragraphe 1, on a 


lu] 


=u ( 
‘Vl(u)| ZAKPN,e VA 


et la formule de Taylor donne, pour K > &, 


PL, DS (à 7 


P=0 


[F(#) 12 Coup eee Ne 


ce qui permet de conclure. 


ae 

Tutortue 10. — Soi ses ({pl}, {p!}) vérifiant PO poursa <0», On 

suppose de plus qu’il existe une suite {N,| vérifiant (2.2.8) et (3.4.12), une fonction 
T(r) non décroissante vérifiant | 
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: I ! * 
EE Tir) ae C Loghkr — Los 5 ) —o quel que soit k 


possédant la propriété : quel que soit ¢ > 0, il existe A tel que 
Log|®(w)|:A—e|w| pour [u|ZT(—r) (vo). 


Alors il existe une distribution généralisée 0 €S({p!|,{N,|) nulle pour x < 0 
vérifiant 
| | Pxp—û. 
Pour la démonstration, posons 
I ele dép 


Py—= —— ar - 
ÿ Vor Dh D(w) 


On désigne par L la ligne |u|=T(—e) orientée dans le sens des w croissants et 
par L, l'arc de cette courbe défini par > =— g. Soit 


f(x)es.({p!}, {N,}). 
On a 


I dw 
Fr emg Soe nf ee 
RSS , |P(w)| 


On peut done calculer le produit scalaire f Le (a) f(a) dx et on a 


ele dix 


* | CE rah ee! il i Eo Eo on aw 
L Py (x) f(æ) dx = ee Lee 1, Pt) 


1 dw ane JE sh F(— w) 
— 2S xv) er dx = Eason 
2m y LAP) ee I) 7 D(w) 


Or, on a, d’après le lemme et l'hypothèse, 


F(— w) 
_D(w) 


J Gexp] — 1 ee + ste] 
gai 


LAC dg exp| (— + +) wl+eeleectle) | (eo. 


Sur la ligne L, ona 


| | eh eke) 7, 
(—At)leltdeleeeiedlell(— 2x +9) enter + ae 


: es ols 
zm Comme p! =; on a 
| a | 


- UT 
rae (r) et lim TH = pis 
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1 
Il résulte des hypothèses que le crochet tend vers — >> + € lorsque ¢ tend 
‘infini. C jours choisir ¢< — déduit de là que l’inté- 
vers l'infini. Comme on peut toujours choisir € <= > on déduit € q 
grale a ELS Shes converge absolument et uniformément lorsque F parcourt 
I 


un ensemble borné dans $,({p!},{N,}). C'est dire que g, converge dans 
8 ({p!}, {N,}) vers une distribution généralissete ° définie par 


: roy ein dw 
Seo) p= —— hm —_——- 
( ÿ V2rI>e Le D (sv) 


Montrons que 2=o pour #<o. Pour cela, on considère la fonction ana- 
lytique 2(3) définie par 
2AT foe ae 


0 = Re 
AU Van i D(w) 
I eis dw 


p(z) — ds ie D(w) 


(y> 0); 
Ce a) 


où L- et L* désignent respectivement la partie de L située dans u<o et celle 
située dans u > 0; on remarque que la fonction définie par 


=e eur 
est holomorphe dans a < 0 et égale a a sly 0. 
Il reste à montrer que © x © — à. Bolas ‘obtient comme dans le théorème 8. 
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SUR DES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE 
DONT L'INTÉGRALE GÉNÉRALE EST UNIFORME 


Par M. Rent GARNIER. 


1. Dans son Cours d'Analyse Mathématique [1], E. Goursat observe qu'en 
partant d’un système de Riccati généralisé 


Y+aY+bZL+c—Y(aY + b:2 + ¢,)=0, 
PR EP ee L(aY + byZ C2) = 0, 


et en lui appliquant une transformation de Cremona, on obtiendra un système 


- différentiel dont la solution générale n’admet plus que des pôles comme singu- 


larités mobiles. Plus généralement, la question se pose de former tous les 
systèmes (2X) 
Co re 
6 dx =f(y; aon x), 
( ) dz oe À 
dx —=£8(}; 3; x) 


(f, g, rationnels en y, z et analytiques en x) birationnellement distincts et dont 
la solution générale a ses points critiques fixes. C’est la un problème difficile, 
que Goursat nous a signalé autrefois, et qui comprend comme cas très parti- 
culiers celui que Painlevé [2], puis Gambier [3] ont résolu pour les équations 
du second ordre : par exemple, le système très simple 


Var = 0Y Ex 


est équivalent à l'équation (1), qui définit une fonction méromorphe, irréduc- 


tible aux transcendantes classiques, et qui a été découverte par Painlevé. Il 
serait intéressant de savoir si les systèmes (2) peuvent définir des transcen- 
dantes uniformes, irréductibles aux transcendantes classiques, et ne rentrant 


pas dans la classification de Painlevé (cf. [2], p. 66). 


Or, si l’on cherche à résoudre le problème posé plus haut, on est conduit à 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 2. 17 


a 
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déterminer d’abord les systèmes (2) — soit (S) — dont les seconds membres sont 
homogènes en y et 3 et indépendants de x et dont Vintégrale générale est uniforme. 
C’est ce problème que nous allons traiter dans le Mémoire actuel. Annonçons 
immédiatement que les solutions des systèmes (S) sont des fonctions elliptiques 
de æ, ou s'expriment rationnellement au moyen de ef”, e?(* (9, fonction ration- 
nelle) ou de a. Les systèmes (S) se répartissent en classes de systèmes bira- 
tionnellement distincts. On trouvera au n° 7 un ensemble de représentants de ces 
classes, ainsi que la construction des solutions correspondantes. De plus, en 
vue de la détermination des systèmes (Z) du début, nous avons construit tous 
les systèmes (S) dont les seconds membres sont des polynomes en y et 3 (n° 10 
à 12). Ajoutons qu'un résumé d’une partie des résultats actuels a été donné 
aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences [4]. 


2. Montrons d’abord comment on est amené à se poser le second problème. 
Ecrivons & sous la forme 


M M 
DPi (7/35 2) SA, 2 2) 
dy ME dz EN I=0 
lay Ame TS Re PEER 
DR; (7, 3; 2) DR (y, 55 2) 
jo j=90 


les P;, Q;, R; étant des polynomes homogènes, d’ordres 7, 7, j en y et z, à 
coefficients analytiques en æ, holomorphes pour x= 2,. SupposonsM©N+1, 
ce qui comprend le cas où f(y, 3; æ) et g(y, 3; x) sont des polynomes en y et z 
de degré 2, et remplaçons respectivement x,y, z par 

Lo + nr Tire (à Y Er a 
a a 
si l’on fait tendre le paramètre « vers o, le systéme-limite devra avoir son 
intégrale générale uniforme [5]. Or ce système s’écrit, après un changement 
de notations, 


À | 
=P (y 3), 
(S) Le 
ax =Q(y; 3), 


P et Q étant des fonctions rationnelles de y et 3, indépendantes de +, 
d ordre M—N; nous désignerons désormais cet ordre par m, et nous admettrons 
qu il puisse prendre une valeur entière quelconque (<0, =o ou #0). | 


3. Le cas de m—1 se traite immédiatement. Posons 


(1) SSS ys 


Nie bo 


ots = Cy: (8) est de dui Sox mte 


(8?) 
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le systéme (S) s’écrira, POULT) =a, | 


CES MNT 
(3) plas, QE v) —vP(1, °)5 


l'équation (3) devant avoir son intégrale générale uniforme, son second 
membre est un polynome du second degréau plus en ¢; moyennant une trans- 
formation homographique sur », c'est-à-dire moyennant une transformation 
linéaire sur y et z, on peut supposer que (3) est de l’une des formes 


pep C2 ou po 


done (3) s'intègre par 


(4) ae, EP: ou ice Ce 


en laissant PORTE de côté la constante tee de x. On a ensuite dans le 


premier cases 


Log = fd p) du = p(v) + ny, Log(# — ai) + Log Ci’, 


p(e) étant une fonction rationnelle et 
y = C! ebte*) We” — ap) | (mn, entier). 
Dans le second et le troisième cas, 


Y = C' et IT i — ay) 


et 


yes rs age C). 


j 


Dans les trois cas, on ir z Mer a'aide de (1 ) et (4) 


4. Supposons done m1. Baran 


P(i, ) =P, Qi, ero; 1Q —vP=R(r). 


(1) 4 | 5 Pye 
On trouve eur ‘ za 
(2) ‘ vg Rapes, 


Pour R(v)=o0 ou Q=vP, on a r— Cte, soit e—C et RE PCE. Cyc 
ne! n’est uniforme que si M—0,1,2; canes toujours le cas Unie 
AU =1— (EH), ona Leone 


ey'= =a P(1, C), 


DE ryt (2 ere 
ade ee 2). 


> 


= ¥ fOr 3) étant une fonction rationnelle homogène d'ordre CAES 
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Supposons maintenant que R(e) ne soit pas identiquement nul. On déduit 


de (2) 
(3) PP AC 
avec | 
R’ P dR 
(4) f= RTrim —1) 5 (R= a) 


L’équation (3) une fois intégrée, on aura y et s par (2) et (x), à condition 
qu'on n’ait pas à la fois =o et R[r(x)]= 0, soit p=, avec R(m) =o. 
Puisque R(v) 0, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de telles valeurs ¢%; 
elles donnent effectivement des solutions de (S), définies par 


ya YUP (Esty d’où yim = (1— m) x P(1, #0) 
et s=,y. Sauf pour m—0,2 (et 1) ces solutions ne sont pas uniformes. 
Montrons que ce sont des solutions singulières de (5). 


Soit y—(x), z—%(x) une solution particulière de (S); cherchons à 
déterminer les fonctions inconnues «(x), 5(æ) de manière que 


y=ag(am2+B) et z—aÿ(a”tz +6) 
définissent une solution de (S). Il viendra 
ale + amg! + (m —1) a tæg'a + ag = a" P(g, 4) = amg’, 

9 et 9’ étant toujours exprimés en «”~*a + §3, et l’on aura ainsi 

[9 + (m —1) a 1x0] a! + ag'B’=0, 

[p+ (m—1) «1/1 a’ + ad’ 6’= 0, 
d’où l’on tire «’ =o = 8’, sauf si 
(5) a (php) 05 
si donc [o(æ), }(x)] est une solution de (S) telle que U(x):0(x) ne se réduise 
pas a une constante, la solution générale de (S) sera donnée par 


AE, MNT 


(6) 
= AWY(Am-12 +B), 


A et B étant des constantes arbitraires. Si (S) admet d’autres solutions, elles 
seront telles que :9 se réduise à une constante (en laissant de côté la solution 
banale — et particulière — «=o ou y —0,3—0). 

Or (5) détermine le point de contact de la courbe (6) avec la surface focale 
de la ponernents des courbes (6); (5) pouvant s’écrire (pour «4 0) 


_ 


(7) ¥Q(y, 3) —sP(y, s)=0 ou R(Z) =o, 


les solutions du second type sont bien les solutions ¢>=¢, rencontrées tout a 


SUR DES SYSTEMES DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE. 129 


l'heure; elles sont situées sur les plans (7) ou z= ¢)y qui constituent la surface 
focale.: ce sont done bien des solutions singuliéres de (S). On ne peut en 
déduire l’intégrale générale par des formules (6) — et inversement ('). Nous 
conviendrons de regarder comme solution de notre problème tout système (S) 


À. qui a son intégrale générale uniforme, même s’il admet des intégrales singu- 
. 4 lières qui ne le sont pas, circonstance déjà signalée (pour les équations diffé- 
“4 rentielles) par J. Chazy [6]. 

if Revenons à l'équation (3). Ses intégrales satisfont à l'équation 


f{v) do , . 
= G J (G, constante arbitraire). 


Comme ¢(a) doit être uniforme, l'équation précédente doit être [5] une 
équation de Briot et Bouquet 


(8) '=C] [2 ETES 


les x, et les 6, étant des nombres fixes, et les entiers p, coincidant avec l’une des 
colonnes du tableau 


’ , ke IT. ET. IV. V ME IT VIM: 
(Pav ches = | Dir D 2 SN Ea MS 
(1) ich ee RE 
PAT a. I 1 1 LR 040 0 2 
PENSER Ae I I I I I I pia 
4 (p, entier fini +41), de sorte que 
“4 3 1 ÿ 
(9) Do-s)es 
“2 V=1 
À le signe < n'étant valable que s’il existe une valeur de v telle que «,=0, 


_ Et, : 


4 Dans les cas I et Il, l'intégrale générale de (3) est une fonction rationnelle de a; 


“4 (‘) Les fonctions (6), où [o(x), L(x)] désigne actuellement une intégrale singulière ne dépendent 
— - d’ailleurs que d’une constante, BA’, comme l’ensemble des intégrales singulières. On peut se 
4 demander s’il existe des systèmes (S) pour lesquels les fonctions (6), formées à partir d’une intégrale 


= non singulière ne dépendraient que d’une seule fonction de A et B. En appliquant une régle 


q Le dia , 
E> classique [7] on écrira que la matrice fe 2) est de rang 1 pour x quelconque. Or ceci exige que 2:7 
| iB 28 ù 
se réduise à une constante, et comme l'intégrale n’est pas singulière, le système (S) est un système (Sj). 


Et en effet pour m = 2, par exemple, les intégrales sont de la forme 


a b 
| PR RAR 
, - Aa ad ne dépendent que de B:A et ne représentent pas l'intégrale générale. 


Az+B sy Az +B 
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dans les cas III et IV, c’est une fonction rationnelle de es et dans les cas V 
à VIII, une fonction elliptique de x. 
~ On observera que dans tous les cas 


1 


| re AW ay; 
(10) (eae y” 


est une fonction uniforme de x, p;; étant le p. g. c. d. de p; et pj (ou un entier 
quelconque, si pi = = p;). Pour le vérifier, on notera que la transformation 


change l'équation 


; £ LE Le 
p'= A (6 — a) * (v — b) B (9 — c) T(e — d) a 
ou a, B, y, à coincident avec une colonne de (T) — et, par conséquent, 
vérifient la formule (9) (écrite avec le signe =) — en l'équation 


1 1 


À 1x 
(11) w= A, ow & [a—c—(b—c) wr] 7 [a—d—(b—d)#]' ¢ 


or, si l’on prend «=p;, 8 =p; (avec p;—p;) et A=p;;, on aura A= p; =a 
[sauf dans les deux cas suivants : 1° p;— 00 = p,, À entier quelconque; mais (11) 
s'écrit alors w’= A, , et son intégrale générale est uniforme; 2° p= 2, p;=3; 
mais on a alors p;;—1 et (10) est évidemment uniforme]; l'équation (11) 
coincide alors avec une équation (8) de Briot et Bouquet, ce qui entraine 
l’uniformité de (10), et ce qui montre, de plus, que les fonctions (a) sont du 
type rationnel, exponentiel ou elliptique. 

Or, moyennant une transformation homographique sur #, c’est-à-dire 
moyennant une transformation linéaire sur y et 3, on peut supposer 4;,—0; 


dans ce cas, l'expression 
1 


} Carpe Bi) 
sera uniforme. Désormais, afin de simplifier les énoncés, nous supposerons 
essentiellement qu’on a pris 4, — 0 dans les cas 1, Il, III, x, — 0 dans les cas IV, 
V, VI, VII et a, — o dans le cas VIII (hypothèse H); nous poserons, pour «40 
(et à partir du cas Il) 


Le tableau (T) montre que si l’on prend 2;340 et ajo, avec p; en dessus 
et p;(<1) en dessous uF la ligne brisée ponctuée, avec, on a (VI excepté) 


Pij=Ppi(*) etu;s=(e—e yr sera uniforme dans chacun des cas II-VIII (VI excepté). 


(2) On aurait évité ce cas d'exception en prenant dans (T) : Pi=2, Ps =4, Pps=4 pour la 


colonne VI; mais les systèmes S correspondants auraient eu une forme moins ere quite le 
choix actuel. 


‘ 
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D’ A Hottes si ¢(2%,) =e; [ce qui ne peut se produire dans le cas Il (pi =, 
e—e,=e*)|, il résulte aussitôt de (8) que u;(x) admet x, comme zéro 
d'ordre 1. On observera enfin que dans (9), d’après I’ HRPOLRPSE H, le signe — 
-devra désormais être remplacé par <. 


». Cela étant, on peut écrire, en négligeant un facteur numérique, et les a, 
étant différents des e,, 


an M 
(1) | R=] ]e—a" PT] e—4)*, 


RIT VER 


les K», &, étant des entiers, et e,, #, ne se rapportant qu'à un des M(=1, 2, 3) 
entiers p, situés au-dessus de la ligne brisée de (T); en particulier, dans le 
cas I, les e, sont absents, et l’on doit remplacer dans (1) le second produit par 
l'unité. Cherchons les conditions d'uniformité de y et 3. Tout d’abord, en un 
point æ, où p(æ)= a, on a, d'après (4; 8), (x) £o et, d'après (4; 2), 
l’uniformité de y exige 


K;= (m —1) ny, 
ny étant entier, d’où 
; à À — Ile im am TT pas Aire 
V1 


. D'autre part, si (9) =e, — ce qui exclut le cas III — il résulte de la remarque 
faite à la fin du n° 4 que l’uniformité de y entraîne les relations 


(3) Py—1—k py= — Py (m — 1) (FSET MN 


u., étant un entier, et d’après (4; 4) il viendra 


EEE = 
| a a 
(4) (m Pi eee? 
. A= Vad ; 9) #4 
soit d’après (3), et puisque m1, 
. 7 TR ta 

dE: Bi vs Np, Py 

(5) HA res 


LUE 
ce qui fait connaître P; Q(—+P +R) en résulte aussitôt, et l’on pourra ainsi 


former le système (S). On aura d’ailleurs 


Il w—a) À 


Vit 


ll (e — aoe] (pe — Le 


Dé Ma Am-t - 
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en écrivant maintenant (4; 8) sous la forme 


M 
oe’ = Amt | | (e = ey) Ps 
vee. 


[A, constante arbitraire introduite par l'intégration de (4; 3)]. On déduit alors 
de (6), grâce à (3) 


da c bey 
(8) y=AT[o—ay"[] 6-4) 7, 
Ve 


| fie 


— 
“I 
— 


en négligeant une racine m' de l’unité, sans intérêt, car si (y, 3) est une solu- 
tion de (S), il en sera de même de (ey,ez) où e™-*=r. Or, l'uniformité 


de (v —e,)” entraine celle de y et de 3(—ey), quels que soient d’ailleurs les 
Ba 


Cha NA es ts : 
:) (v—e,) * devraêtre uniforme, 


entiers 1, ; toutefois dans le cas VI, (: - 
oe | 


ce qui exige (n° 4) que p., et u.. soient de même parité. On voit de plus que si 
(a) = e,, @ sera pour y un zéro d’ordre — 4, et pour 3 un zéro d ordre — y, 
ou py— py, selon que e, sera +4 0 ou — 0. 

Ainsi, les conditions duniformité (3) sont suffisantes; mais (3) montre 
que m—1 ne peut pas étre quelconque : il doit être premier aux p,. De plus, p., 
devra étre premier à p,, qui est égal à 2, 3, 4, 6 à partir du cas IV; pv, devra donc 
être congru, mod p,. à 1 ou à p,— 1 à partir du cas IV. Si (kyo, Uo) désigne (pour m 
donné et à partir du cas IT) une solution particulière de (3), la solution géné- 
rale de (3) sera donnée par 


jan) ky = kyo + py (m —1) 


Mer No Mr 
Py = vo + Pv Pv 


o, étant un entier arbitraire. La fonction R, étant construite à l’aide de (2) et 
des entiers n, = 0 et p, =o, on aura pour R (correspondant à n, et o, quelconques) 


at M m—1 
(10) an | Teo] es» | ' 


Ra \ A | 


Si l’on pose 


M 

__ Ho 

(11) rn=ATI[(6—e) Pie 
Vs 


Yo et Zo(= eyo) définiront une solution du système (S,) formé a partir de R, et 
des p.,, tandis que 


Rie M 
26) y=] [6-—a™]T [© —4)- 


h=1 


£ < 
ved 
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et (= y) définiront une solution du système (S), construit à partir de R et 
des y, résultant de (9) [bien entendu, l'équation (7) reste la même pour (S) 


et (S,)]. Ainsi, les systèmes (S) et (S,) sont reliés par une transformation de 
Cremona 


I 
y Z zB ex —N},- Z \ —Pv 
(13) Me — (= — as) | [Ce 
Yo By | Vo - Yo 
=, NA 


et 


Yo oo yy? mee Pg ps 
Gt pra LEG Rés 
à un même choix de m et des .,. | permettant de définir une solution des équa- 
tions (3) | correspond, par variation des n, et des p, une classe de systèmes (S) bira- 
tvonnellement équivalents | et l’on pourra appliquer le résultat au cas I, en rem- 
plaçant par l’unité les seconds produits de (13) et (14)]. 

Les entiers p,, m et u,. une fois choisis, la détermination de R, dépend encore 
du choix des e,. Mais, moyennant une transformation homographique sur ¢, 
donc moyennant une transformation linéaire sur y et 3, on peut attribuer aux e, 
des valeurs numériques quelconques, sauf dans le cas VIII où la transformation 
linéaire ne peut modifier le birapport (e,e,e, æ ). La classe des systèmes (S) 
birationnellement équivalents qui se trouve ainsi définie, ne dépend donc que 
du choix des p,, de m et des u.,,, sauf dans le cas VIII, où elle dépend, en outre, 
du choix du birapport (ee,e, ). | 

D’après (11) et (12), y et z(= vy) sont des fonctions algébriques de ¢; chaque 
système différentiel (S) possède donc une intégrale première A(y, 3) = Cte, algé- 
brique et indépendante de x (et une seule). Cette intégrale définit dans le 
plan (y, 3) une famille de courbes intégrales algébriques €; les courbes rela- 
tives à une même classe de systèmes (S) sont birationnellement équivalentes. Il 
résulte de (11) et (12) et de la remarque faite au n° 4 sur les fonctions w(x) 

que les solutions y(æ), 2(a) des systèmes (S) sont du type rationnel, exponentiel 
ou elliptique. Les courbes € sont donc de genre o (cas I-IV) ou <1 (cas V-VIII); 
nous verrons d’ailleurs que dans ces derniers cas, le genre est effectivement 
égal ar. 


6. Nous allons former maintenant, dans chaque cas, des représentants des 
classes correspondantes. Commençons par les cas I, IT et III. Les cas I et II 
peuvent être envisagés comme un cas particulier (p =1) et comme cas limite 
(p =o ) du cas II que nous examinerons d’abord. | 


I 
I — 


Pour f(¢) = — P et 2 — 0, on a, d’après (5; 1), (5; 5), et en faisant e, =o, 
R= R=- À d’où Pai, g= (1—E) a, 


18 


+ 
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avec \ 

kp —pt+izp(m—r). 
Posons ; 

=s-+r, Ld (RN OS TS inn Se 
d'où 
(1) pra (E—p)s=1 
ou 

p- à PPS 


BEP See 
Changeant x en — p(m—1)a, on pourra écrire (S) sous la forme 


ATEN auld 


(Sn) 3 =(1— pr)y'z1. 


Pour former un tel système, on choisira r et s premiers entre eux, puis p. et 
u — p — donc p— à l’aide de (1 1)C°) | 
La transformation de Cremona 
Yep at, LEE | . 


(2) Ley Ee B= NODE a, 


et le changement de (m—1)a en x changent (S,,) en 


3 ‘¥o=—'| No: 
ee Fille Sie 


et montrent que les systèmes (Su) 7 ne forment qu'une seule classe; de plus, elle 
donne aussitôt lintégrale générale de (S,,). 

Dans le cas I, avec 9t — 0, on aR= Cte, soit R= 1 ou R=o (par changement 
de x en Aw). Le premier cas conduit à un cas particulier de (S,,), avec p=1, 
k=0, s=—1, 1 =0, r quelconque 


ym 6, 
of — am 
sy”. 


Le deuxième cas donne Q = ¢P, d’où le système (S;) déjà rencontré au n°4. 
Or, la transformation de Cremona [/(y, 3), fonction rationnelle homogène 
d'ordre m | 


(Si) 


ers Y= TAY) 
Yinka (m= o0 ou 2) à 
T'en eee, gn 
JO, 2) rae CR ST 


et le remplacement de (7m —1) par æ changent (S?) en (Sn). Les cas rationnels 
(cas I et IT) introduisent donc une seule classe de systèmes (S). 


Eee 
(3) On peut encore écrire (Sn) sous la forme 


i 
Ysayrrizgs, 3'= Pyr z+, avec ar+Bs=1 (a, fi, entiers). 
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od 


Dans le cas III, en prenant JU=o, R— +" et en eeniplacdnt æ par(1—m) x, 
on mires AVEC 5 ET, LS 


= (se) : F y= sy es 2, À { 
‘a ee TA oer 
4 Ce système est un cas limite de (Su): on l’obtient en remplacant dans (Sy) æ 


a par x : p et en faisant tendre pvers æ . La condition (1) n’a plus de raison d’ ue 
1 Les systèmes (Sin) appartiennent à une He de classes distinctes. Car soit à 


LS 


id _ lep.g.c.d. der ets; posons r= r'd,s=s'd et soit (A, 9) une solution entière 
a de l’équation : | 
1 j Ar'+os'=1. 


Si l’on fait la transformation de Cremona 


if DEN AO PER nr 
VER 5 

rag Tie Pa: tm Uy An 

_ on obtient le système 


i 10 

a - So ’ . 
(Sin) Z'—— 8Y°7, 

| 4 L'intégration de (Sy) en résulte aussitôt. 


Montrons que les classes correspondant à à deux valeurs différentes 6, et à, ded 
sont distinctes (6, et à >0). Supposons, en effet, que (Y,, Z,), relatif à à,, 
= puisse se déduire de (Y,, Z:), relatif à à 0», par une transformation de Cremona. 


1 On aura nécessairement 
a A Ya f(Y2), Hee Ly), 


f étant une fonction homographique de Y, et g étant homographique en Z,. 
L’ identification des valeurs de Z, montre d’ abord que 


aa | =: À | Sout Zn) = a (Ys) Zs (e=s =e 1), 
puis, que à = "0, avec f(Y,) = a Y; (e'=+1); mais 4, et ô, étant © 0, on a 
GE I, d’où 01 = D. 
=z 7. Examinons maintenant les cas IV-VIII. Comme on l’a vu au n° 5, il suffira 
de donner à py. les valeurs 1 ou p,—7+ (qui sont bien de même parité dans le 


~ cas VI). Dans le cas V on exclura le choix poo =1, [20 2, qui entrainerait, 
À d’après (5; 3), les relations 


3k,—2—=m—1,. 3 ky»— 2 = 2(m—1) 


‘sans solution entière en #,, k,, m. De même, dans le cas VI, on exclura le 
choix p49 == 1; Mao = 3. On formera ainsi, dans les cas IV-VII le tableau suivant 
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(où g est un entier quelconque) : 


S. ui: Le R. m. 
Siv RER ANT (1 — 9?)97*! 2q+2 

RSA PRE 3(1— 9?)941 3q+2 
SF oe cars wale 242 3(1— #2)? 34 
Siret ig 2 (1—#?)9#1 kq+2 
SERA Seu 2 (1 — #7)89 4q 

Siva ne BYE 6 p!+89 (1 — p)1+24 6q+2 
Dai es héros LT 6w37(1—v)t7 6q 


(Les facteurs numériques figurant dans les expressions de R ont été introduits 
pour simplifier l'écriture des systèmes S.) Dans le cas VIII on trouvera de même, 
en prenant 

Urge Urge [hye ) R. m. 
SAT a eee ihe ae (4 6° — 22% — gs)! 24: 


on a posé d’ailleurs 
4(o—em)(r—e) (Pr — @3) = 4 — gov — g3. 


Les formules (5; 5) — ou (5; 4)— permettront ensuite de former P, 
Q=vP-+ Ret, par suite, les systèmes S correspondants. On les trouvera dans 
le tableau suivant, ainsi que la construction de leurs solutions et l’équation de 
leurs courbes intégrales €. Les intégrales premières qui définissent les courbes C 
sont d'une vérification aisée; elles fourniraient un second procédé pour l’inté- 
gration des systémes S. 

Intégration. 


es (Cas particulier de Sy : 
Si eae a Pm, SE 1: P= 1, he.) 
an : Cy y= re 
yea ro) | we=1, yoru f1,G), ste fa) 
Si Se E 
=a fly, 2 Que 
J, homogène ’ fOr) 
d’ordre — e(e = +1) \ e:.2=¢ 
Ae 
4 = (1 + ps) yr PA woe (prets) Cr+s, wre ma 3s—CuP-v 
a la (1— pr) y" sit Cre 
= A= ( À TANT 
[pr+(u—p)s=1] € : yet ze Cr 
s a: Sart gt + Me 6Cr+s u 
cy lg were Y=Ce", a= Cu 
[ rors, sk $0 u = CP y, we! = — OC reste) yp gh 
d=p.g.c.d. derets; Ar’+ps'=1 | Cas. pat Of 
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; 2u'’ = — C241 (u?-+1) 
ya a 1 + wv? MORE Er 
ai Oye cork a Aen RE 
— 32— (2 u=*—, ul = C244 eae 
3 u?= 4 (1 — Cu) 
4 4 S! {y= 2syt* (yy? — 2°)9 Ph! pipe u' 
7 : | 2! =(3 y2?— 2°) y1(y2— 52)9 J Gru’ © tei tei 
E € yy - a) C BBL yy “el RUE 
4 | u Cry’ C= y 
4 J. u?—=4(1— C9 tu) 
a Se Yay ay eV aia Ci—21 Ci—29 y! 
3 ASE) Qt) A ee Lau 
Che eG Ces Stee 
S ; Ur poe’ uss — y 
a ult = 9 C+ u(u?+1) 
. yl = By! (y? — 52) 9 PALE __ C+ (u?—1) 
VI Spe à es 07 D 2% PAS 5297) ce, Care w 
D Sao yea | Vn yo ane CPE 
À . € : PUY PF) = C2 Pe C : cu 2 C29+1 
4 De) ee 
| eG '— 3 sy'!—29 ( y?— 5?)39—1 wi — 2 CM u (uw? - 1) 
= — Z bre ER À GE 
4 sh {22 oo re Dur, ,wGu) 
Si | (27?+ we à 4 Cu? ? 4 C27-1 u? 
à CE tan = * es a)? QE) u'—92C?-1(y—3) 
s rare À Gy 
= wu’? = 4 CS (1 — u3) 
Be, fH By Spray —2)™ eS ade ee, 
ee se es 7.53941 (y — z)24 a Se Ree OL 
4 Bay eye (TS) 
a ws LE: NT de à A ou eo a) = — 9 C1 52 (y — 5) 
E | À rc 1-4 un kg ul? = CSI (1 + ui) 
Mr i is 0 aks Lo u! 
ES: i 2e 2) 12 TA oe = eat! : = 9 C37 Lu 
FANS LE D js Là Cr 
KE, | be oe = 


Wey TES: 
— fy: DAC a gays — gay) 


/ 


tym er ) AAP eRy E— (4 A0 LES 


p= C29-1 (4 p3— BoP — gs) ; 


aa oe EE = cr 
p! ay we 
4ai— gry?’ 8) € 

ay ; 

ely “= : eS X 

2? = a i re) or 

rt 2 nr, sp 

5 a ll 


: 
At : 
¢ i 
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Dans les cas V-VIII, on observera que les courbes €, étant des transformées 
birationnelles de courbes 9(u, uv’) =o ou p(v, #)—=0 de genre 1, sont elles- 
mêmes de genre 1, comme nous l’avions annoncé. 

| ‘ 


8. Nous avons vu que les systèmes S, et Sn appartiennent tous à une même 
classe, et que les systèmes S,, appartiennent à une infinité de classes différentes. 
Nous allons rechercher, de même, si deux systèmes S, correspondant à une 
même équation de Briot et Bouquet peuvent appartenir à une même classe. 

Envisageons d’abord les systèmes S,y. Désignons par (y;, 3;) les solutions : 
par q;, uj, U;, Gj(j =1, 2) les symboles relatifs à deux systèmes S,, se corres- 
pondant birationnellement. Le symbole <> désignant une correspondance 


birationnelle, on a 
Uy <> (Ya, 31) <> (Ye, 32) <> Us. 


Ainsi, wu, est une fonction homographique de wu, : 


yee au + 6 
Ce a x uy 4- d° 
d’où 
Des B+ Q\2 2 2 
actor OA RACY TE CRUE eS a 
(y 4 + 0)? 1 À (y 241 + 6)? à 
mals Ona 
| ou, =— CM" (uF? +1), 


d’où l'identité en u, 


Cyt (ad — By) (uf +1) = C4 [ (aus + BP + (y+ D) 
qui entraine 


deg, y=— « (er) 
et 
(1) Cyr (eC), 


Mais les courbes y? — 3° =C? sont nécessairement les transformées biration- 
nelles des courbes y, — 3, —C;; C; et C; sont donc liés algébriquement; et 
comme la correspondance entre deux courbes €, et €, résulte d’une transfor- 
mation de Cremona entre les plans (y, 3) et (72, 32), elle est biunivoque, de 
sorte que C; est une fonction homographique de C, et d’après (1) on peut écrire 


~ ¢C,=AC% ins): 


le choix n—=+1 donne g.= 4,3; pour n——1,ona 
(2) GtQriso, Ar, 
d’où À 
Cou __ 2e(au+f6)(—Bu+a) 
Yo ius (a+ B?) (ui +1) 


af? CG 2646 2, 


pr taper 
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Gs ar DT AIMENT 
Ay, ‘a+? Yi a? + 8? Gi Cok 


Or C, est rationnel en (y,, 31) tandis que C, ne l'est pas. Pour que y, soit 
rationnel en (y1, &) il faut done que #8 =o. En négligeant devant y, une 
racine (293 + 1 )°"° ou (7, —1)*™ de l’unité (cf. n°5) on trouve pour B— 0 la 


transformation de Cremona : 


(3) SORT RE Et ec 


qui, effectivement, échange les systèmes Syy correspondant aux valeurs g, et q: 
de l’entier q liées par (2) (*). 

9. Considérons maintenant les systèmes à intégrales elliptiques, et d’abord 
les systèmes S,. Les notations ayant la même signification qu’au n° 8, nous 
observerons encore que la transformation de Cremona entre les plans (y1, 31) 
et (y2, 2) transforme birationnellement une courbe intégrale €, du premier 
système en une courbe intégrale €, du second système; or €, et €, sont elles- 
mêmes des transformées birationnelles des courbes l';, d'équations 


ui? = {I — Cartiu;) tr 1, 2); 


on peut donc écrire 


Qu, Wy) <> (15 31) <> (2, 23) <> (us, us). 


Or on a sur les courbes I; 


oti | 
et en posant 
Ge +5 = Chin, 
a, 


on définit une transformation birationnelle particulière entre F, et F,; elle 
‘entraîne 


ity Gy? ils 
ea — 
uy gat, Us 
Ge 


et l'on obtiendra la transformation birationnelle la plus générale entre C, et Cs 
(abstraction faite de la multiplication de w, par une racine cubique de l'unité) 


i 


aN 
(4) La même méthode permettrait de rechercher si un système Sn et un système Sry peuvent se 


déduire l’un de l’autre par une transformation de Cremona; le résultat est négatif : on trouve une 
transformation algébrique qui n’est rationnelle que dans un sens. 


+ 
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en multipliant la transformation précédente par une transformation æ, —=%+€ 


; . du: du: : 5 
(c, constante) qui change — en —-- On doit donc avoir 
U's th, UE 


cy" as 9 Ca 


Mais on voit, comme au n°8, que C, doit être une fonction homographique de C,; 
ainsi C, = C, ou C;", ce qui entraîne g»— q; ou 


3M +1+3¢.+1=0, 


relation qui n’admet aucune solution entière. Deux systèmes Sy correspondant à 

deux valeurs différentes de q ne peuvent donc appartenir à une même classe; et un 

raisonnement identique montrerait qu'il en est de même pour les systèmes 
ae (j=1 ou 2). 

Par contre, deux systèmes Sy et Si convenablement choisis appartiennent à une 
même classe. En effet, les indices 1 et 2 se rapportant respectivement aux 
symboles relatifs à Sy et à Si, le raisonnement de tout à l’heure montre qu'on 
doit avoir 


(GES Ci 
(c= +1), 
CL CEA 
d'où 
34:—1—=E(3q +1), 
ce qui est possible avec ¢ —— 1; ainsi g: —— 9, et la transformation biration- 


nelle entre I, et I’, s'effectuera par les relations 4, — u,, wv’, =u’, (en laissant de 
côté les multiplicateurs racines de l’unité). Or ceci entraîne 


QS == (eye 

J us u? 1 Ji yee 
1293 79! 

hr wa ce au, C PAU 2. a4 

8 EE Ws Air Range ir TS a> 
Meat Ja Nias 


On retrouve ainsi entre les systèmes Si et S$ correspondant aux valeurs qi et 
q2=— q de Ventier q, la transformation (8; 3). 

Le même résultat s’applique aux systèmes Sy, et Sÿ,. En ce qui concerne les 
systèmes Syn et Sy, on trouve que la TRE de Cremona 


Pres 28 NS 0 (De Bs) 
ONE. CURE 5 EL 7 EN I 
échange les systèmes précédents correspondant aux valeurs g, et 42: —=— gi de 


l’entier g. 
' Enfin, la transformation de Cremona 


2 is 
5h OO RS ete AE 433 — £25293 — 937) 
oe | 2 CES EU eee peg ee 
y 31 4 Gi — Sam YF — gayi Ne ‘ 


échange les systèmes S,,, correspondant aux valeurs q, et qo=1— qi de l’entier q. 


(ot Zh, doit être remplacé par o). 


\ 
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10. En vue des applications au problème de Goursat (n° 1), il y a intérêt a 
déterminer les systèmes S polynomaux, c’est-à-dire ceux où P(y, 2) et Q(y, 3) 
sont des polynomes homogènes en y et z, de degré m. P, Q et R sont alors des 
polynomes en ¢. Nous nous placerons toujours dans l’hypothèse H du n° 4. 

Tout d’abord 4, (nécessairement 0) ne saurait étre nul : sinon, le premier 
membre de (5; 4) serait holomorphe pour 6—e,, et l’on aurait Pi=als len 
résulte p,(4,—1)>so, d’où, d'après (5; 3), Uy > 0; ainsi Uy est au moins égal à 1. 

Désignons maintenant par (2) le degré d’un polynome @(¢); a priori 
(R) <m-+ 1: nous allons voir que cette inégalité doit étre remplacée par 


(1) CRY Ze ne 


En effet, supposons (R) = m +1; d’après (5; 2) nous aurions, en posant 
aM | 


5x 
DEN: 


AA 
‘ Ja relation 
M 
(2) N(m—1) + Yky= m+. 


yeti 


# 


Écrivons maintenant que (Q)<m. Dans les cas II, et IV-VII, ceci donne, 
d’aprés (5; 5) 
* M 
«20 ou D PER 
(3) pa tea 
or, d'après (5; 3), (2) peut s’écrire 


M M 


N(m—1) + (1-5) ies, = m +1. 
LEE . = 
d’où, d'après (3), 
| te 
2er) 
V=1 A 


ce qui est impossible (fin du n° 4). . | 
Dans le cas I, (5; 4) et (Q) “1m entraînent N=1, ce qui est exclu par (2) 


| 


Enfin, dans le cas III, où (5; 3) disparait, (5; 4) et (Q) 7» entrainent 
N(m — 1) +k—i=m— 1. 
ce qui est encore incompatible avec (2). 
Or l'inégalité (1), ainsi établie, donne, dans le cas I, 
(m—1)N2m, 


d’où, pour m= 2:N=o, 1 ou 2, et pour MosaaeN = 0:00.r. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 2. 19 
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Dans les cas II et II] on aura 
. (m—1)N+ham, 


et, comme hi 1, 
(m —1)(N—1) <0, 


soit N — o ou 1. Enfin dans les cas IV-VIII, on a nécessairement 
(m—1)N+h+ham, d’où N= 0. 


Nous allons examiner successivement ces différents cas. 


11. Dans le cas I, l'hypothèse m= 2, N= 2 entraîne, moyennant une trans- 
formation linéaire sur y et 3, 


RTE PE ou RP? 


Le premier choix donne le système 


Vis ye 
(st) ne ie 
3 —=Y +3. 
On fera la transformation de Cremona (5; 13), soit actuellement 
Label ot. ds 7 
Ve Pa GT ES 


qui raménera à un système S; (n°6) et, finalement, la transformation de 
Cremona | 


Y ; ys 
J Mei CY ae Vn y ; 

Y2Z 3 
Sie T— Y?7?° DS FRE 


change (s; ) en (Sj) (n°6). 
Le choix R = ¢? conduit au système 


cas particulier de (S,) (r= 0, s=1, p=1, pu — 2). — Une transformation (6; 2) 
le change en (Sj). 


L'hypothèse N =1 donne R——+"-1, moyennant une transformation linéaire 
sur y et 3, et l’on a le système 
1 — 4,2 ~m—2 
(si) ne SiO 
SD, 


cas particulier de (Sn) (r=1, s=m—2, p=i,p=1). — Enfin, l’hypo- 
thèse No a été envisagée au n°6; rappelons qu’on trouve les systèmes S; 
(où, actuellement »m—2) et Si, où actuellement, /(y,3) est un polynome 
homogène de degré 1 et, moyennant une transformation linéaire sur y et z, 


‘ 


4 
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oe 


Sr peut s’écrire sous la forme 


(si) | DEN 


Sa Va: 


Dans le eas II, l'hypothèse N=1 donne, moyennant une transformation 
linéaire sur y et 3, R=(¢ —1)"-'¢%, c'est-à-dire (n° 10) 


R= (¢ — 1) 16, 
et d’après (5; 3) (m—1)=1 : ainsi m=— 2 et  —1. On obtient le système 


V=y— (1+p)7s, 
(si) Moines 


3'—=(1—p})yz—3 
que la transformation de Cremona 


‘ F4 mi & =: Yo os 
(1) Yo 30 Yo-% yz 
change en un système (S,,)(7=1, s=o0, 1 =1). L'hypothèse N =o conduit 
d’ailleurs aux systèmes (Sy), avec r=. 0, so. 
Dans le cas III, avec N=1, R=(¢—1)"'¢, on trouvera le système 


y= y3(y—5)! 


a on (ME ga 


(stn) : 


la transformation (1) le change en un système (S,,)(r=m—1,5=0), où 


(1— m)æ aurait été remplacé par x. Intégration : 


C Ce & 
ve Cp = ; BE ; ee ; 
I—? I1—? may. \ 


L'hypothèse N = o ramène à (Sn) (avec r 0,50). 
Examinons maintenant les cas IV-VIII. On a alors N =o, et l’on tire ainsi de 


(10; 1) et (5; 3) ; 
\ \ M M 

Gaal > +>; (:- =) Zm 

ou | 


(a) ra mu) | = RE (ea ee Mee 


Ceci exclut déjà le cas VIII où le second membre est <0, tandis que 


M ~, 
"AT 
Te) 2 
CR | 
4 : oe 
Le » se 
of “: 4 , 
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Dans les cas IV-VII, (2) s'écrira d'après i 9) 
2 \ | be a Pi Er. 
(3) (m — 1) D — HN pas £ ;, og I 
en | ns! 
relation où l’on peut prendre p,,)—=1 ou pr — 1 (n° 5) et où f,=0, peat 
ty 1 (n°10). Mais si ¢, ou 5:21, le premier membre de (3) est >o, | 


second étant <o. Les 9, sont donc nuls. Dans les cas V, VI, VIE, si l'on saat 


Vaio = 1 — Yoo, ON à 
B40 Shee 20 be 


Pa. P? 


I, 


tandis que le second membre de (3) est < o. Il faut donc prendre py=1= po, 
ce qui est d’ailleurs la seule hypothése possible dans le cas IV. 

Ainsi, il n’y a pas de systèmes polynomaux dans le cas VIII, et va les cas 
IV-VII, les seuls systèmes polynomaux sont les systèmes S,,, Sy, Sv, Syn, avec 
g==0. On voit que dans les formes obtenues le degré m n’est pas limité, sauf 
dans les cas I et II où l’on trouve des systèmes de degré 2 seulement. 


12. Terminons en donnant un tableau de systémes de forme simple auxquels 
peuvent se réduire pour m= 2 les sytèmes polynomaux moyennant une trans- 
formation linéaire. 


, Intégration. 
0 H 
k. res 
voi 3 voir n°7 : Sf et Su 
ne Ro 
l 3'=(1—p)ys 


C GC tuk ES 


u OU WP— 1 


hie 
er at des Lek ' 
Gin voir n° 7: Sn 


4 
9 oo 
Oiu ’ 


a Vs 
Oly - 


voir n° 11 : shy 


voir n° 17 : Si 


= is ae SP yee | apes 3—0Y 
| 
( 


| 
u'+1 wt 
lents D ses - 
y= au ou 
MERE 5 D PA Se aah 
dde Y—3 
| C: y—s=C | 


+ ) à 
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Sonn 
| u?= 9 (Cut—:} 
a __ ula 
3 cu | eo. hu : Ace hu 
k ’ 3 —=3y? +: I F y+s 
4 per Hiva 


(39? + 273 -+ 33)(y — z}—=C 


| ns 34u®= C(4ui+ 3) 
\ 


ae Cu? u! 


7 ’ eS == 


9 
a ge 
en Ad uw = += 


2C? 
WP's? (3g) == ag) sha CA 


NE Désignons par (y, 3) la solution d’un système du n°11, par (x, ©) la solution 
d'un système actuel 5; 5, est un cas particulier de S;(m— 2). La transformation 


change (s}) en (Qi) (où p—1);(s),(s)et(s) (m=—2)sont des cas particuliers 


ae de (on)(p=—1, p=1 et p=o), qui, lui-même, est un cas particulier 
— de (Sy)(r=1,5=0). On a déjà observé (n° 11) que pour N—0, m=a, le 
. + système (S;) peut s’écrire, moyennant une transformation linéaire immédiate, 
- à : y= y 
a= ys; 
4 c’est un cas particulier de (a) (p=0). 
7 La transformation linéaire 
Use 
| n—26=p(y +4) 
change (si) en (ar). 
4 Les systèmes cn, cn sont des. cas particuliers de (Sn)(r=1,s=— 0). et de 
(sh) (¢ = 0); (ay) est un cas particulier de (S;,)(g—0). Le système (cy) se 
É : déduit du système (S+), où g— 0, par la transformation 
x n=— ty V3 — 3, 


7 


(au) se déduit de (Sy), où g—0, par 


ty AS 
Re 
, 2 V2 4 
= \ A 

, l S 
Cs a ae ce 

2 V2 
= # À 7 
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Enfin (sn) se déduit de (Sj), où g =0, par la transformation 


nee (YO) 
C= x 
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SUR UN PROBLEME DE GELFAND ET SILOV 


Par S. MANDELBROIT, 


TS ) ——— 


1. Dans leur livre Fonctions généralisées, Gelfand et Silov [3] introduisent 
les classes S({M,}, {N,}) de fonctions indéfiniment dérivables sur la droite 
réelle, R, définies de la façon suivante : {M,} et {N,} étant deux suites de 
nombres positifs, la classe S({M,}, {N, | ) est l’ensemble de toutes les fonctions 
C*(C* est l’ensemble de toutes les fonctions indéfiniment dérivables sur R) 
satisfaisant aux inégalités 


|v? f)(x)| ZARPN, KIM, (g%0, po), 


A, h et & étant des constantes dépendant de /, a étant un point quelconque 


de R. D'une manière plus générale, ces auteurs sont amenés à étudier les 
fonctions de C” satisfaisant aux inégalités 


Fer) [AP km (PS0; 4=0!); 


où m,,4 est une suite positive double. Les classes S({M,}, {N,}) jouent un 


rôle important lorsqu'on cherche à étendre la notion de fonction (dans le sens 
de « distribution » ). Un usage intéressant des classes S a été récemment fait 
en France par Roumieu dans sa Thèse [6]. 

La premiére question qui se pose est celle de la non-trivialité d’une classe S. 
Il s’agit autrement dit, de conditions, portant sur les suites {M,}, {Nn} pour 
que la classe S({M,}, {N,}) ne soit pas vide (une telle classe est dite vide si 
elle ne contient que la fonction identiquement nulle). 

Les classes S({n%} {n°} ) ont déjà été étudiées par Silov [7] avant la 


parution du livre de Gelfand et Silov, Cet auteur a démontré que si «> 0, 
8 >o, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe correspondante 
ne soit pas vide est que «+81. Babenko [1] a bien indiqué, d’une part, 
des conditions nécessaires, et, d’autre part, des conditions suffisantes, pour 
qu'une classe S({M,}, {N,}), générale, ne soit pas vide. Ces conditions sont 
aauipliqurees et nous paraissent peu maniables, bien qu'intéressantes. 
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Nous donnons, dans ce travail, des conditions simples, suffisantes pour 
qu'une classe S (générale) ne soit pas vide. Nous construisons alors une 
fonction appartenant à la classe correspondante. Nous croyons, sans pouvoir le 
démontrer, que cette condition est aussi nécessaire. Nous indiquons aussi une 
autre condition, — cette fois-ci nécessaire — pour que la classe ne soit pas 
vide. 

Dans leur livre Gelfand et Silov indiquent des conditions dont quelques-unes 
nous paraissent inutiles, pour que les transformées de Fourier des fonctions de 
la classe S({M, }, {N,}) appartiennent àS({N,}, {M,}), ou, d’une manière 
générale, des conditions pour que de (2) résultent des inégalités de la forme : 


4 
4 


| ot FM) (aw) | ZAK mpg 
(f désignant la transformée de Fourier /). 

Quelques considérations élémentaires et des notions simples sur la régula- 
risation nous permettent de démontrer dans cette direction un théorème d'un 
caractère plus général. 

Le problème de la non-trivialité d’une classe S nous conduit à un autre 
problème qui, lui aussi, généralise la notion de la quasi-analyticité. 

Quelle relation doit exister entre une suite de nombres positifs croissants {p, | 
et une suite de nombres positifs | M, }, pour que la seule fonction indéfiniment 
dérivable sur une demi-droite [a, æœ)(a >o) satisfaisant aux inégalités 


(sur[a, æ )): 


[arr f(x) ZM, (n%0) 


soit la fonction identiquement nulle ? 

Quelques résultats de ce travail ont été exposés dans deux Notes aux Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences [5]. Je désire signaler en passant que dans 
le corollaire du théorème II de la seconde Note il faut lire #>>1 (au lieu 
de #0), et dans la ligne qui suit ce corollaire, il faut lire 1< x (au lieu 


de o x). 


2. QUELQUES DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — Nous désignons par C* l’ensemble 
des fonctions indéfiniment dérivables sur la droite réelle. C? désigne l’en- 
semble des fonctions indéfiniment dérivables sur [a, æ ). 

Si fest n fois dérivable dans (a, 2 ) (a peut être égal à —% ), on écrira 

| | 


A == Sup | am fl (2) | 
«>a 
(on omettra la lettre f ou la lettre a, ou les deux, si aucune ambiguïté n’est à 


craindre ). 


1 1 1 
f ) = . + y = . . js . Seq) 
/M, | étant une suite positive, si limM* < o on posera cy= limM",, et 


F 
si limM/ =o, on désignera par {M°} la suite régularisée convexe de | M, | par 


f 
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l'intermédiaire des Anne (c'est-à-dire que la suite {logM° } est la suite 
régularisée convexe de la suite | i logM, | )[ 4]. 

On désignera par C CIM, } la sous-classe de CG” dont chaque fonction / satisfait 
aux eealités 

| perieaay:| <= h"M,, (m0). 

Si pour chaque f de C{M,' on a aussi J'ECIM,}, on dit que la classe C{M,} 
est dérivable. 

Nous désignons par S( iM,}, {N,}) le sous-ensemble de C° dont chaque 
fonction satisfait aux inégalités 

| 27 f\?) (æ) | ZAIN, KM, (4920, p=>°), 


A, h, & dépendant de /; et par QC {Pa}, }M,}) la classe des fonctions indé- 
finiment dérivables sur [a, æ ), a > 0, satisfaisant aux conditions 


i | æPr f(x) |Z ARM, (no) 


A et h dépendant de /, 
L(r) étant une fonction réelle sur [o, 0), nous désignons par S({M EMA}, L) 
la classe des fonctions appartenant à C* et satisfaisant aux inégalités 


| fir) (x) | pom keM, eLalxl) 


A, k, a ne dépendant que de /. 

Dans la définition de S(!M,}, L), la fonction L sera toujours supposée non 
décroissante dans le sens suivant : L(r), peut être égale à + pour | 
r><c> 0, mais alors L(r) tend vers l'infini, en croissant (tout en prenant des 
valeurs finies) lorsque r tend vers c (en croissant). 

Si EL! (surR) on désignera par f sa transformée de Fourier : 


\ 


Î(u) =f f(x) CPE, 


On désignera aussi par S( {M,},{N,}) l’ensemble des transformées de 
Fourier des fonctions de la classe S({M,}, {N,}), autrement dit 9€S({M,}, 
{N,}) si, et seulement si, 9 = /, où fES({M,}, {Nn} )- 


3. Quetgues LEMMES. — Voici d’ abord quelques lemmes Ferre 


LEE 1. — ton n(n—xt) fois dérivable sur | a, œ)(a > 0) et 


supposons que lim f"-"(æ)= 0. On a, pour p > 0, 


pAss me LE n° 
botte Pere ona 


JUN) — fra) = ah fine) dt, 


Ann. Ee. Norm.(3); LXXVII. — Fasc. 2. 
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et, pour p >o,æ >a, 


Cai he) nets! ee aged 
fl] J fi (¢) dt = À p+s,n | ps PE D 


Lemur 2, — Si fest n fois dérivable sur R(nZ1), est lin fi" (av) = 0, On. 
[æ]=e 


a pour p > 0 
Dp Ae LEA, 


PA pri 


Il suffit d'appliquer le lemme 4 pour 4 > 0, quelconque, à la fonction fet à 
la fonction f(— x). 


Lemme 3. — En posant 3=x-+- ly, ona 


sins 


12 
Zmin(el"l, e* ), 


~ 
v2 \ 


(6) tsims-|ke main (ei, ce?) 


et, pour |y|< 2, 
(Y) ‘sins | 2 (2— Sty 


On a, en effet, 


et, pour |y|< 2, 


Lemme 4. — Soit «,(n 1) une fonction convexe de (l'indice) n, satis faisant 
SRE 5 fe 2 ? 
pour n assez grand, à l’inégalité 
An Rn. 


Quel que soit <> 0, on a, pour n assez grand 


bn — ne (hh es). 
Posons 
A(t) = Sup (nt — 4). 
M “ 


On a, pour ¢ suffisamment grand, 


/ 
A(t) > Sup (nt — hn?) = B(t),. avec fs eee ames 


. . x Lid 9 4 a 
Si lim = <0, la convexité de x, donne immédiatement 


n= -) 


Ln — += Ol, 


CAE . . « co | . , x 
d'où Ja conclusion du lemme; si, par contre lim" =, on voit d'après le 


y 
t 
Î 
f 
t 
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oo 1.6.1 (a etc) de[4] que 


om an LES e 
D im = Eh, 
Us TO 


ce qui conduit également à la conclusion du théorème. 


Lemme 5. — Soit fe C”, avec A! mr = Ap D pour tout pS 0, g>so. On a, 
pour tout pti, qi, 


| af fp) (a) | <16pa24 (A, + Re + Apg—1+ Apseg + À p+2,q41 + Apis.g—1): 


On a, pour tout po, 
| fu) (æ) | = 2 (A p+,0 + Apo) 


et pour tout q 0, 


(2) [fur flay | zat 


| ae flat 22 (Ay got Ags). 
Ona | , 
cote — 


æ1 fu (2) = mr [ur f (uw) i= ir [ [ur fiw) eux du. 
Or 


| [ur flu) | | = | uP fi (u) Le Cj pur! ST (u) ue .| 
A pat Cp Ange ROSE 1).:.(p—l+1)A, gt. 


[prenant toutes les valeurs entières positives non supérieures à min(p, q). 


+ On a, d’après le lemme 2, 


PP EDEN Ex) Re i 


et cp pd M 


ce qui permet d'écrire pour g < p 


ie Ang 
On a, d’autre part, pour 70, x > 0, 
I SPO (edt = a f(x) + f(x), 


ce qui a d'écrire [en utilisant la même égalité pour f(—x)| 


(3) ‘ee vi ati Naish | Megas Reece VOST VER 


| 


_et Vinégalité (1) cee encore d'écrire, lorsque o << pq (en posant r=q—p) 


ve Ce —— Ne i Ao este ! (A, ep + Arg—pre+ Asig—p+2) = 2p (A, + Angus + Ap). 


Ainsi, pour p >> 0, on a, quel que soit q S 0, Ad: 
| [eer fue)! Lee PCA A Ape D 


} ey er LOC: der ae 
t 
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On a aussi évidemment 
i 
(9) Fo(aylZf uw (| f(x) |+|f(— +) der f u’(|f(x)|+|f(—x)|) dx 
1 0 : 


a Apaa f a tz JADE 2 (À p+9,0 at Aids 
1 
et aussi ; 
(6) | 1 Ÿ (æ) ef (LA Cæ) | + LPC æ) |) de 
1 


fr | f'? (2) [+1 /'"(— >) | da =< 2 (As, + Ag): 


Le même raisonnement qui a servi pour établir (4) permet aussi d'écrire : 


(7) | wu? f(u) | | ae BT A) (Ap+29 a A p+2,9-+41 == An+3,9—1)3 


On obtient ainsi pour ps1, g1, en nous servant de (4) et de (7), 
i} 


| 21 fir) (a) Sf ler sony | du +f RER + [7 uw | [ur f(w) |? | du 


ue? 


< 4.21 p (Apt Apgar + Apg—1) +4.29(p + 2)(Ap+2,g + Ap+s,g+1 + Ap+s,71) 
ee 16p .27 (A a À »,q+i oi À gs == ae Ar Ars sh Apis.g—s ), 


ce qui correspond à la première partie de l'énoncé. Les inégalités (5) et (6) 
constituent la dernière partie de l’énoncé. 


Lemme 6. — Soit m,,, une fonction croissante de p et de q(p0, g>0), et 
soit fEC”. Si 
| v7 f' (x) |Z mpy (p=, 70), 
ona 

| ar fr) (we) | <96p.29 Mp+2,q-+1 


| xr f (aw) |Z 4imay 


(pest, 907; 
(qo); 


Ce lemme est un corollaire immédiat du lemme 5. : 
= 1 
Lemme 7. — Soient {M,} et {N,} deux suites positives; si lim N=cy<o, 


à tout e © 0 correspond un A. (dépendant seulement de +) tel que toute fonction 
de f de C” satis faisant aux inégalités 


(8) | 2? f(x) | LARN,HM, (p Lu q>=0) 
satis fait aussi aux inégalités 


‘ 
(9) | oP fl) (a) | LA AS A (ey -+ 2) PAM, (PS0, go). 


| 
St, par contre, limN’ =, toute fonction f de C” qui satisfait à (8) satis fait 
ausst aux inégalités | 


(10) | a? f(x) | LA RPNY AIM, (p= og >So), 
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7 


Supposons done d’abord que cy< 2. Quel que soit <> 0, il existe une suite 
d entiers positifs {p,;} tels que N, <(cx+eÿi. Soit A.>max(1, Ny). Les 
inégalités (9) ont alors lieu pour po et p—p;(j 1). Une considération 
géométrique très élémentaire montre alors que (9) a lieu pour tout po. 

i 


-. Supposons maintenant que limN” =o, et posons 


T(r) = Sup 5 
On sait (voir | 4]) qu'on a aussi 
(11) T(r) = Sup 
Comme il résulte de (8) que 
(12) Sup jaye LAN STE) GIZ EM, (70), 
P 5 à 


on voit d'après (11), qu'on a aussi 
| a? f(x) | ZARPN, AIM, 


Lemme 8. — Soit | M, } une suite positive. St 
a 
Cy = lim M" <0, 


la classe CIM, | (sur R) est dérivable. Si 


1 
lim M? =o, 
chacune des conditions équivalentes suivantes : 
1 1 


1°, (M25, )"==O(MS)"= 2 logM°—=O (x!) 


n+1 


est nécessaire et suffisante pour que la classe C\M, } soit dérivable. 


Pour la démonstration, vorr | 4]. 


A. Avant d’aborder le sujet principal, c’est-à-dire la question de la non- 
trivialité d’une classe S{M, }, { N,}), nous allons démontrer un théorème 
donnant des conditions simples pour que l’ensemble des transformées de 
Fourier d’une telle classe coincide avec la classe S( | N,{, {M,) ). 


Nous supposons dans les théorèmes 1 et 2 que M, ne décrout pas. 


x Tutorime 1a. — Soient {M, } et {N, | deux suites positives telles que les classes 
C{M, | et C{N, | soient dérivables. On a 


S({ Mn}, IN) =S (EN), M }). 


’ 
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On voit d’après (11), et la définition de la classe S, que si cy=0, la classe S 


est vide. 
D'après le lemme 8, le théorème 14 peut aussi s’énoncer de la manière 


suivante : 
Tuéorëme 16. — Si chacune des suites positives | M, } et {N,} satisfait à une 


des conditions suivantes (1° ou 2°) 
1 
1° his lim M" < x ; 2 limM"=00, logM;,= O(n?); 
1 1 
1° cy = lim N“ <0; 2° lim N” =o, log N¢ = O(n’*); 
ona 
S(t Mn}, 1 Nn}) =SCNnj, Mi). 


n (A { 
D'une manière plus précise, on a le théorème suivant : 
Tutorime Le. — Si cy< 0, co, i classe S( | M. 1, |N, | ) est vide. Suppo- 


sons donc a l’une des conditions lim M — =o, lim Ni = — 0 soit satis faite et soit 


JES(iM nae iN \, } ) telle que 
(13) | 2? f(x) | ZA hr KIN, My (p20, =. 0). 


1 
A. Si ¢y< oo, et limM" =o, avec 


logM° 
(14) Tim “ot =p <@, 


à tout ¢ > o correspond une constante A, telle que 
| at fir) (x) |= DAA RP KI(1 + € a)P*7 CX ee MS. 
3 
B. Sc, << x et limN'—, avec 


= log N° 


(15) im = v <o, 


ond 
| | 21 fiP) (cx) pe 2ITAA. AP KI (1 + e)” +9 of ter Ne, 


C. et, qu st limM® FES a0, lim N° = 0 ,.avec 


| 1 —— lo M}, a 


(16) mn <= Ste, lim —2—“ — i <- o f 


ona 
| at fv) (2) | < 2 AA APA (1 + Prd etvr+ug MENS, 
Il est clair que du théorème 1 c résulte que les hypothèses du théorème 14, 


ou 1 b, impliquent 
S({ Mn}, {Na} )}CS({Na} M). 


oe 
| 
PA 
Ms 

L 
: 


“4 
a 
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> a 


Mais, comme ces mémes hypothéses conduisent aussi, d’aprés le jrs mo, 


à la conclusion 


UD 


UNS {M,})¢S({M Ne) 
on à 


un» 
— 


CN My SCUNI L'EMI CSI M. NYY: 
Ces mêmes hypothèses conduisent donc à l'égalité 
S({N,}, (Mat) =S Cj Mi Nee Ys 


c'est-à-dire la conclusion des théorèmes 1 a et 1 b. 

Pour démontrer le théorème 1 c il suffit d'appliquer, dans l’ordre qui suit, 
les lemmes suivants : lemme 7, lemme 6, de nouveau lemme 7, et lemme 4 
[trois fois lorsqu'il s’agit, par exemple, de démontrer la partie C) du théo- 
rème 4c : deux fois pour passer de M’,, à M’, et une troisième fois pour passer 
de N san] 


Le théorème 1 c permet de régulariser la classe S({M,}, {N,}). En appli- 
quant ce théorème d’abord à S({M,}, {N,i}) et ensuite à S({M,},{N,}) 
[lorsque ce dernier ensemble est S(IN,}, {M,})], on obtient le théorème 
suivant : ; 


THÉORÈME 2 a. — Si 


Sade logM} 
CN <D, lim M” =o, Lint at =, 


toute fonction satis faisant à (13) satis fait aussi, pour tout € © 0, à 


[avr fn (ar) | À 2H hp KT (1 + 2)P+7 ck eh ME, 


St 
| = ——logN, 
Cy<oc,  limN* ==00, iim 2x _ ES, 

on a 

| | xP fin (a) | ZA 2P+TA SR? kd (1 + 2)? +7 cf et VPN, 

St 

= —— logM; sae — log N¢ 
limM"—, Em =p, lim N” oo, Em =», 

on a 


| DPF) (x) | ZA 2P+4 À, RP KI (1 + €)Pt+9 et241+12pMT NG: 
Ainsi, en particulier, on a le théoréme 
THéoRëME 2b. — Si 


- 5 * ft ——— 10 N° 
Ce en 


les deux classes 


S({Ma}, (Ni), SIMS EN; }) 
sont équivalentes. 
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Si, par contre, 


: L — ae 


lim nM* <0, limN” =x, lim <6 


fim ME log — a ) ta classe S({Maj, (Nn j) 


(respectivement lim] ie, lim ee, lim 


est équivalente à S( {1}, {N°} ) Hanoi à S( (Mc CTE 


Nous allons maintenant énoncer un théoréme qui fait correspondre a une 
suite { M, } une fonction L(r) telle que la classe S ({ M, }, L) ne soit pas « triviale ». 
Cette fonction L(r) nous paraît, à un certain point de vue, une « fonction 
optima » possédant une telle propriété. Toute fonction L,(7) qui croit moins 
vite que L(r) est, bien entendu, «bonne » à plus forte raison. Mais, en tout cas, 
dans des cas simples, comme par exemple dans ceux étudiés par Silov, cette 
fonction ne peut pas être essentiellement augmentée, sans rendre la classe vide. 


Tutorime 3. — Soit { M, | une suite de nombres positifs (M,— 1); posons 


n—1 


M 
Pa (TER); Messi: 
Supposons que 


(17) | Sai<e. 


Soit A(w) =1 pour |u| << 5 A(u) =0 pour |u| > D et posons 


1 


2 


. I ath Un 
nl 2) = —— dt dise Fes A » I ee + 
I 2” py He. Mn do af Un | ds : Teg raat Que tn) dt, 


2 


La suite f,(a) tend vers une fonction f(x) lorsque n tend vers Vinfini. Cette 


Jonction f possède les propriétés suivantes : 1° f(a) n’est pas identiquement nulle ; 
2° fEC*; 3° en posant 


j 


(18) L(x) ara Rane BS Bn 2 xs Hi) (2 > 0), 


En >t Vay<ei 
ona 


(19) ft (ar) | 2 My e-Ltix (n S 0). 


En désignant par m(x) la fonction inverse de la fonction (strictement croissante ) 


(20) PER Demet SH (So) 


nr >? BnY <<? 
et en posant M(x) = | m(t) dt, on a 
0 


(21) LF (2) |-2Ma( a — E) entisn, 
| x é 


Ue We ai À L el + i a Fr ‘À 
Pies r | ] 3 1 f ‘ 
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Démonstration. — On a ‘ 
. ; 1 
2 | 4 I I 3 2 / er Un 
J (22) ee aca to af ines A(a+t+.,.+¢t,) dtp, 
| a = v7 CE eut =e 
Ne - 4 d 
> ss I 3 ; Un Un 
| d = TEEN 1 eiut av f elt dt, eh ein do f'ertuirutttr-as) A (a + ate + tn) dx 
a - . ; t # pr — Pa Yen 
a 2 
[077 . I à I D 
| 4 Sin — & ë Sil = 26 a A 
| Ala) ar, See le ST) sine sine 
’ 3 u pau Pinte one 7 pau Hat 
F On a donc | 
ars 4 
2 Cl i 
+" | I 3 2 a) sinfuu  Sinpu 
> 2 RON Na fF, (uy du bee es ZE N'ES ere 
ie ( ) fa (æ) =f Jr) af YO ye Un x 
. En vertu de (15) le produit infini 
a 5 sin w mn > 
4 x i sil § 
— 24): Fie) = 
; (24) (w) ie ba 
converge uniformément dans eae compact du plan complexe w=u-+ip. Il 
4 représente donc une fonction entière F(æ). On a 
4 F(u) =lim/,(u). 
nm 
a 2 ) 
ss bs Sin — 4 6 
a Comme | /,,(u) | 2 = : on voit, d’après (13), que es tend vers une 
3 limite f(a); et que f= F(u); on a donc aussi 
3 
— . ; = — | ee F (uw) du. 
3 | fo (ete) 
Il est clair que f(x) < 0. On a, de même, 
: ‘ À (25) fre) de eae Eu) du, 
ie 27 
a car u"F(w) EL’, pour chaque nso. Done fEeC’. 
oe) . On voit immédiatement, d’après le lemme 3 et le théorème de Cauchy, que, 
> pour chaque s,,ona 
M mec un ; 
i | NES 4 2 csr 
(26) f(x) = fe w" Fw) dw, | 


Baty à pe étant effectuée sur la droite = 61. 
Posons a > 0, > 0. | 
=  Évaluons maintenant | F(#)| sur ¢= 0, en “appliquant le lemme 3. Sin 1, 
- as sf _ Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 2. 21 
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on écrira pour 1Ck Zn 
wire 


2 


| sim pu w | 2Z ede Mo ou | sinprw|—<—e * 


selon que px, > 1 OU Pz) —1; On écrira pour k~Xxn(nS0) 
ras 


ENG LE 


sin, Ww 
Px ¥ 


Sin pg W 


Pew 


Erk fo ou 


selon que px, > 1 OU pv, <1. Ainsi on obtient 


; : ; PAU 
7 ‘ vo SY +R SY 32 Me 
Ge ee bo us fl) du; 
#0 Da Dats Ur w 


. ! . . . . 
nous avons employé les signes > pour indiquer que y, n’intervenait pas. 


On a 


2 TOC CE TL a 
(27) f i dis are ZE min( 2 ant : 


ce qui permet d'écrire (en rappelant que p..—1, et que ce y, intervient sous le 


premier signe > ou sous le second, selon que ¢>1, ou v1), pour 
toutz >oet tout y >o: 


(28) [f(a 2 —— — ; ee pee 
"(a e ¥Un | Ja= . 
LA 4 2 se 1s Pn 
L'inégalité (19) en résulte immédiatement | f(æ) est une fonction paire]. 
D’après le lemme 3, on peut aussi écrire 


2 
BEG 


| sin py w | 2Z elbk¥o ou |sinpaw | (2 — Je ns 
e 


selon que 4% > 2 OU 36,22; on peut de même écrire 


SIN px 
Paw 


Sin pz Ww 
Lx w 


| = elk vo ou 


selon que pv, > 2 ou pyv,Z 2, et l’on voit que (28) peut être remplacé par 


1 \* 
yt ae 
(a— :) à 4 x» BASES x V2 — ary 


(29) VT ae ven >? Y¥ Un 22 
CIE 


Or, en posant 


Us A(yy=y D Bat D Roe 


Y Bn >? Une? 
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SI 


oa 


on voit que 


d'A(y) \ y : 
dy = 4(y) = > Pn 3 à Ma 


Y Un >2 Une? 


(bien que y intervienne aussi sous les signes >) a(y) étant une fonction 


strictement croissante. A(y) est donc une fonction convexe. Il résulte de (29) 
que 


A) LE (a— 5) Men, 
où 
M(r)=Sup(ry—A(y)); 
y>o 


or A(y) étant convexe, on sait (d’ailleurs on le voit immédiatement) qu’on a 


aussi 
M(r) af m(t) dt, 
0 


où m(t) est la fonction inverse de la fonction strictement croissante, 
a(t)=A'(t). Le théorème est ainsi démontré. 


Tutornime 4. — Sort { M, } (M, — 1) une suite positive, et soit 


pas (1) (pi); 
supposons que Sp. 
Posons | 
(31) mn=y Smt l Dwi (y>0) 


YPnu>1 Cn! 


et soit u(x) la fonction inverse de la fonction (strictement croissante) 
M(y)(y > 0). 


nEnsposant N;=—— Ë » la classe S({M, |, {N,}) n'est pas vide. En parti- 


MON 


culier la fonction f(x) de l’énoncé du théorème 3 appartient à 
et l'on a 


a 


cette classe 


~ 


(32) | | | ar f(x) | 2M,N,. 
Démonstration. — Il résulte de (19) que 
LP EE) | <M, Ce fa (Iæ1r—a 0 Pos ot Te gs A os AE + (1) 
pour tout y > o. On a done, pour tout y > 0, : 


| oP fi (ax) LaeMg en) Supp los20— ay) — M, eo ear ERS WEN P (y > 0). 
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Il suffit donc de poser y =p.(p) pour avoir (32). 


Remarque 1. — Il est clair que dans l'énoncé du théorème 4 on peut remplacer 
u.(n) par la fonction v(n), où v(æ) est la fonction inverse de la Wie ges 


HU) =H > Pat D pas 


En >? UnY <2 


“ 


ie ae eae 1 \9 
à condition d’ajouter au second membre de l'inégalité (32) le facteur (2 ‘) - 


Remarque 2. — Le théorème 4 (et, bien entendu, le théorème 3) contient 


comme cas particulier le théorème de Silov, d’après lequel la classe S( {(n!)*}, 
{(n1)?}) n’est pas triviale si a > 0, B >o0, «+ B31. D'après le théorème | a, 


il suffit de supposer à = D) æ+fB—1; et comme e™ appartient à une telle 
classe avec « = 8 = =; il suffit de poser a > D G—1— a; de telles remarques 
ont été faites aussi dans [3 |, où il est démontré, en particulier, que 


S({ (0 !)*}, { (re 1)B}) =S( 4 (n!)8 4, { (B82). 


En effet, on a, siu,=n (ni), 1 >a > : 


1 


Ad (y) aAy*, 


et u(x) ~Ba*; on a, par conséquent, avec N, défini dans l’énoncé du théo- 


rème 4, 
Nee Cm ty: 


Nous allons maintenant indiquer des conditions pour qu’une classe S soit vide. 
Nous pouyons, en effet, démontrer le théorème suivant : 


Tutorime 5, — Soit {M,)(M,— 1) une suite positive, et posons 


piel Mi (m1) 
pisse a B =r 
a . à Li we. ii . 
Supposons que >; uw, la suite 1, étant décroissante. Soit \a, } une suite de 
n 


nombres positifs tels que a,—0 Sp. » et soit L(x) une fonction croissante 
1 


définie sur | 0, æ ). St 


n 
c Me 
lim ds ak \ ein — 9 
k! ' 
N= % si 
y 0 j. 


toute fonction f de C* satisfaisant aux inégalités 
(33) | f(a) | = Mer Lt") (T>0,n%0) 


est identiquement nulle. 


ET À ! 
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are 


Il est clair que la condition DA n'est pas une restriction, car, si 


“4 > Un ©, la classe S({M,}, L) n’est pas vide quelle que soit la fonction L(z) 
Ê (finie dans le voisinage de l’origine). En effet, la classe C{M,} est alors non 


% quasi analytique, et il existe une fonction, non identiquement nulle, satisfaisant 
aux inégalités | /\"(a)|—<M,, le support de / étant un compact. 


Démonstration. — La majeure partie de cette démonstration est une repro- 
Z duction de celle donnée par Bang pour le théoréme (direct) de Denjoy- 
À Carleman [2] (voir aussi [4], où cette démonstration de Bang est donnée). 


Rappelons la formule de Bang; &. &, ..., E, étant n + 1 points sur la droite, | 
J étant n fois dérivable, on a 


n—1 


À (34) PE FU) (E ef de : fe 


— +2 f ne de 


*% . Ets 
Æ 
ia (pour le sens de cette intégrale, voir [4]). Cette égalité a donc lieu pour 
= f de C”, quel que soit n, les points € étant choisis arbitrairement. La fonction f 
: % satisfaisant à (33) choisissons les points £ de la façon suivante : en posant 
4 | | u 
4 | | | | ay) Pin hy on id 
‘= : 1 


> | on écrira, en fixant d’abord n, E,=a, c;(1-<k Zn), &—0. On a pour R, 
, le deuxième Ÿ dans (34)| l'inégalité 


ni zyme A [en spas fe 


Geen Ek 


“4 ia : 
q =D 4] “Ho bg — bq—4 itd VAS fes, 


=0 


Le raisonnement conduit par Bang (worr [4]; du fait que x, décroit, on peut 
prendre, en utilisant les notations de ce livre, p=n et, n,=n, n=1, 


— ny ==2, . «+, Np 1 =N—1) montre alors que 


|B, | > (a, vk, 


nl 
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En revenant maintenant à (33) on trouve 


n—1 Bae n à « 
POZE Madi ff + ECC) 
k=0 Sk Sh gu KA 
2D Metin f fof ery ene! 
k=0 0 0 0 


t=1 
n—1 


M4 k 


n 
oe TT ar erLlan) +>) (ap e)*, 
k=0 ; et 


Comme «,-> 0(n +), le second terme du dernier membre de l’inégalité 
tend vers zéro, lorsque n tend vers l’infini; et la condition (33) fournit immé- 
diatement /(o)—o. Si Infa,=a>o0, il suffit de remplacer f(x) par 
f(x) = f(a + x), où o a <a, pour voir qu'on a 

| fx? (æ) LM en) (220, = 0), 


où L,(æ)=L(a+ x). En posant a,— a,— «, on a encore 


nr 


avec oC a—a<a’, a,—=0(5,); on a, par conséquent, /(æ)—o pour 
o<æ< a. Comme, du fait de l'égalité Ÿu,=, la classe C{M,} est quasi 


analytique, on voit que f(x) =o. Si, par contre, Infa,— 0, on voit alors que 
la condition du théorème implique que L(o)—æ, ce qui prouve alors que 
f(0)=0(n 0), et, étant donnée la quasi-analyticité de C{M,}, on en 
conclut encore que f(æ) =o. 

Le théorème 5 conduit au théorème suivant : 


TntortmMe 6, — Les M, et les u, étant définis comme dans le théorème 5 avec 
> U., = 2% , désignons respectivement par m% et m la moyenne arithmétique et la 
moyenne géométrique de b,'..., en 


yD 
Den 


Tn _ Pat Pet..- +n 
n> n à 
1 


mi = (pi pe.. en 
et soit | a, } une suite de nombres positifs tels que 


a, == 0(6,) (no). 
Si, pour une suite | n;' 


L(4nj) g 
(35) ei (7) 
Ma; 
la classe S({M,}, L) est vide. 
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— 
ia 


Démonstration. — Soit SES M, |, L), avec 


[fe (@) | 2a" Me tbleN= M, elle) : (no), 
où l’on a posé 
a M,= M, L(bæ) =L;(x) (2>0), 


i Posons ba,=a,. On a a, > 0, a, = 0( an) et (uo =1), 


ur n ‘ 
1 k k 
> a at eA Gane ae at e—L(an) 
i ! bt 
0 


0 


% ak (Ba + Pot... pen)é 
A — eS ee eee , —L(an), 
LD k \ bk ; 
Mais comme, du fait que v., décroit, on a 
Pak po... pars pr (2627) 


(peat Poet. A + Un)f 


ns croît avec k£; on peut 


© À ; ne 
et, par conséquent, l'expression 


donc écrire 


Hp, «ly 8 


n 
> Fe atk ea = p An Ua Bet) us Cr ( Hh eben) 
Ge ne ae = g 
0 


Il résulte alors de (35) que 


nh 
‘ M: 
| lim > ai Wer ee 0 
0 


= @ 


et le théorème 5 fournit immédiatement le résultat voulu. 
Passons maintenant aux classes Q,. 


Tutorime 7. — Soit | p, } une suite croissante, avec p,>n(n>0), et soit {M, 


une suite positive. Si la classe C ( L est quasi analytique et si ax, la 


| | der 
- classe Qa ( {pa}, {M, }) est vide. 


Démonstration. — Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer le théorème 
pour le cas oun € p,<2n(n>1). 
Partageons, en effet, la suite {p,}(n==1)(de l'énoncé) en deux suites : {Pn,h 
{pm} définies de la manière suivante : Pa, > 2n;, Pr, 2M; posons, d'autre 
part 


- 2nj—Pn= LE 
Di et, Nu Mn 


~ ¢ étant une constante, ¢ >a. Si 


[arm f(x)|ZMM,  (xDa, no), 
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| on peut aussi écrire, pour vc, | 


|e fl (x) | = AIME Oo tes h"iNnjs 
| ame flux) (2) | ea Amk i Am De: 


et, par conséquent, fEQ.( {g,}, {N,}), où 


An = 2j; Qm—=Pm donc n<gan (n=x), 


On a, avec un choix convenable de la constante b > 0, 


Ainsi, il résulte de nos hypothèses que la classe a N, 


on 
An _ 1) 
Ju 


/ 
ment quasi analytique. Si donc, le théorème était démontré pour le cas où 


n< Pr<2n, il en résulterait que f(a) = 0, pour tout Xe >a, et l'on aurait 
f(æ)=o pour x >a. Démontrons donc notre théoréme, en supposant 
RE PZ NL EAU), 
‘ Rappelons maintenant la formule de Fa di Bruno (voir [2], voir aussi Govrsar, 
Cours d’ Analyse, 5° édition, vol. I, p. 78, exercice 16) 


| est certaine- 


(36) RAA = Pky) ge [o'[e"]*. + 


les u. et les v étant des entiers non négatifs satisfaisant aux conditions 


Viet. += Vt 2%v+ 3+... 7, 
ER k(v) étant une fonction des v telle que 
“4 D ! | 
Dre" (37) DAO BEG STE NOMME TS a RE 
a (à 1 ï) 
Ble | Posons maintenant F(a) = /\e") pour ox << — ee = = b, et soit F(o) =0, 
5 | La fonction F est indéfiniment dérivable dans (o, b). Mais, comme on a 
N° \ { mn A 
E , IF (2) |e" =| pet) e* <M <a, 


5? pour o<ac, avec Py > 0, On voit que F(a) est continue aussi a |’ origine. 
: On a, d’après (36), pour o x <b, 


a es 4 | VA 4 Mg % 
erat, 9 dE 1) ( de Ga 
oe | Rae) a) D Pin sw (er )( à) Vu 


ANR pe désignant la dérivée par rapport a i les pe, v et k(y) satisfaisant à (37), 


> 4 
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em 
of 


Or, en utilisant cette même formule (36) pour g(y) =e", o(w) =‘, on trouve 
pour æ S ) à 


1 
dl" ex 


1 
he une 1 é re 
dan asda > Ets Ly Aout. oa ass 


et, par conséquent, on peut écrire, quel que soit o 4 ET, 


1 
d" e* Dr LEA: 
(39) ion. | oe de (5) GEG CRIS 
à dE 
. <2" 1n!— —ez 


L 
r- F axa” th is 
t 


; “égalité (38) et l'inégalité (39) permettent ainsi d’écrire pour ox <b 
a Go) [RS 20/0 te) 


= 1+ ( 1+L\ Ve Teor) 
ee - à I 7 hi = I RE LES P 

d x {1!—e* Dar) ae oe pie ee Pac 
k A tH Lx? LP xP 

i ! 

; - 

ca 


I 1 | Ye (1+ 1) i 
ZE Yayuil pole) ies FLOUE CURE 


—_— Remarquons que si BC Pis ona certainement (puisque |f#(æx)æ#| =< 


Jim 1 0% fl We) == 0% 


<Mica 


Par conséquent, en choisissant ¢ positif, assez petit, on voit que le dernier 
membre de l'inégalité (40) tend vers zéro plus vite que (toute puissance de) a, 
lorsque æ décroit vers zéro. Comme on sait déjà que /(æ) est continue aussi 
à l’origine, on voit immédiatement que F est indéfiniment dérivable dans [o, 6), 
avec F(0)—=o(n 0.) [Cette remarque aurait pu aussi être faite sans le 
_. recours à (4o0).| On a, en utilisant maintenant (40), d’une manière essentielle, 


d"F (x) Bi+tæ+nt 


1 
EL NT | : x” Era : 
dat | 22 Deorat pole) e ar Mee, 
4 ; . I 1 5 
3 enn DAE one AO) EG 1% (a Dex 


“on à Zr D Manin sg À OI BE DV (2 D. 


Es: k “(car A“ croît avec p, si a1). En utilisant alors le lemme 1 (on remarquera 
D. que ut) on obtient 


d'F(æ) te Ys. on— ¥ 
da" | m2 Mini 7 er eae f (2!) +29 AN +? 


 Posons alors Di ; —1, il vient 


* ne 
y * ee aT Etre IL 


; ÿ n 2 |<c => res \ 2 nh 22 
| A a ee. Poet ss 
ae STI | n 


Ann. Bereta 9 Æ. Dur 22 
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itive. Cc ss se t quasi analy- 
où C est une constante positive. Comme la classe C Sr est quas y 
n 
Toa! 
n 


tique, et comme F\”)(0)=0(n 0), on voit que F(x) =0, ce qui prouve aussi 
que / =o. Notre théorème est ainsi démontré. 


Remarque. — Le théorème cesse d’étre vrai, si l'on remplace dans son énoncé 


Pn TE 2n Pr tés > 
(£ 1) par (2: 1) 


Posons f(x) = e-*. On a, pour p > 0, 
Apn= Afi = Sup |x? f(x) |= pre. 
TEE 


En choisissant p, =: + ign (M22) per po, ona 
5 


Ay na A"n"= Mz, 
A étant une constante finie. 
zy =C{(nlogn)" est quasi analytique, il existe pour- 
a | 
n 
tant une fonction non identiquement nulle [ f(æ)=e*, x1], appartenant 


à Q1 (i Pn}, IMa}). 


La classe C 


M, 9 ) ? 2 = 
La classe C re — C{(nlog?n)}"} n’est pas quasi analytique. 
(er) 
COROLLAIRE DU THÉORÈME 7. — Quelle que soit la quantité a 1, et quel que soit 


k © 1, une condition nécessaire et suffisante pour que la classe Q,(} kn}, {M,}) 
soit vide est que la classe C{M, } soit quast analytique. 
Que la condition est suffisante résulte du fait que C{M, | et C +) sont 


identiques, il suffit donc d'appliquer le théorème 7, avec p,— 4n. Si CM, | 
n’est pas quasi analytique, il suffit de construire la fonction /, non nulle sur 
Ca, a +1), nulle pour a a +1, et appartenant à C{M,} (ce qui est possible, 
voir [4]) pour voir que cette fonction appartient à Q.( {kn}, {M,}) avec # quel- 
conque. 


Remarque. — Le corollaire précédent ainsi que les théorèmes 5 et6, contiennent 
le théorème de Silov d’après lequel S—S({n*}, {n®"}), avec x > 0, B>% 0, 
a+ B<1 est vide. 


Il suffit pour le voir de remarquer que si ES, on a aussi 
JEQ(i{(1—a)n/B}, {n'}). 
Or cette dernière classe est vide, d’après le corollaire du théorème 7. f a donc 


4 
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un support fini et appartient à la classe C nt} (0 << a<1), elle est donc iden- 
tiquement nulle. 


Le raisonnement pour obtenir le théoréme de Silov a partir des théorémes 5 
ou 6 est évident. 
n! —x 


D'ailleurs la classe S({n°"}, (ison) 1) (0 << a< 1) est vide. 
Ceci résulte du théorème 7 : il suffit de poser p, = n(i + 


\ 


); et de remar- 


I 
logn 
quer que la classe C{(nlogn)}" est quasi analytique. 

On peut améliorer le théoréme 7 en introduisant une nouvelle classe de fonc- 
tions : si ax1, {pz}, {qu}, {M,} étant des suites positives, on désignera par 
Sa({Pn}s {Qn}, |M,}) l'ensemble des fonctions f appartenant à C* et satisfaisant 
aux inégalités | 

| f(x) æPr login a | KM, (RESTO) 


On peut alors démontrer le théorème suivant : 


Tutorime 8. — Sz les suites | p, | et | q, | sont telles que p, > n, 0 nn(RSO), 
et si la classé C | Cai est quasi analytique, la classe S,(\ px\, { qui. {M,}), 
seed | 


a 


n 
où a1, est vide. 


Démonstration. — La fonction f appartenant à S,, posons 
Aptg= Sup | 2? log! af"? (2) | 
Ona pour 2 a ET, 


#4 


¥ ; = ce dy 
| FD (x) eat | ft (y) | dy ZA pans f 375 logly 


L À I n i sl ly l 2 dy 
A plus be Sul (es) CAE ran 4 yh log y 


I T 
| La Ti Togix’ 
c’est-à-dire 
(41) PAp tg ZA p+tq+t 


v 


En utilisant la formule de Faa di Bruno, on a, en posant hay he: 
À | 
och, DA. loga’ 


eee farce De l#(e) e 


pe (1 + Mr) 
æ or!) (21)... 


(42) 


| Fr pyar les détails, la démonstration du théorème 7). On a, à partir ie (41) 


is 
% 
wy) 
: 


64: 1 e 
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et (42), 


al arr ee Dept [poler) 


dx" ar On, an 


u(1+ x) I 
He HR tet 


L'on pont N k(y)u! Ath lq ns (rt) (21), 
a dd : pel 


ott fps LT) 
40.0 pate Le Ann one 22 Jr FAN A nrénhqtatie 


Et, en posant 2h as ER 22, On voit que 
/L 


Yn—2n 
| Ft (a) jan, ( 2 at 1) À 


n 
Comme, dans la démonstration du théorème 7, on voit que F”(o0)=o; et, 


M 
comme la classe C | — = 


ce 
Vt 


Rai est quasi analytique, on voit que F(a) = 0, done 


aussi f(a) = 0. 
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SUR 


LES ALGEBRES DONT LES ELEMENTS NON NEGATIFS 
ADMETTENT DES RACINES CARREES 


Par M. Y. KATZNELSON (‘). 


we 


1. Dans tout ce qui suit, B est une algèbre commutative de Banach, semi- 
simple et auto-adjointe. Nous supposerons également que B admet un élément 


unité, hypothèse qui ne restreint pas la généralité vu la possibilité d’ajouter 


l'unité si elle est absente. Notre but est de démontrer que si chaque élément 


. non négatif de B admet une racine carrée non-négative, B est l’algèbre de toutes 


les fonctions continues sur son espace d’idéaux maximaux JI. Ceci complète 
quelques résultats partiels, obtenus dans [1], dont nous nous servons dans la 
présente démonstration. 

La même méthode de. démonstration permet d'obtenir quelques résultats 
d'ordre un peu plus général (cf. théorèmes 1 et 2). 

Nous gardons la terminologie de [1]. 


2. Lemme 1. — Si l’ensemble des idempotents de B n’est pas borné, il existe une 
suite non bornée d’idempotents mutuellement orthogonaux. 


Démonstration. — Pour un idempotent AEB, posons 
F 


le supremum étant pris pour tous les idempotents +. L'hypothèse du lemme 
peut s’écrire N(1) =. Soit À; un idempotent de norme supérieure à 10, on a 
N(hi) =o ou bien N(1—h;,) =x. Si N(1 —h,) =, posons h,=hj, sinon 
h,=1—h/, de façon que 

| Aa || > 9, N(t— ky) =. 


N (A) = Sup || ha 


(1) L'auteur tient à exprimer sa reconnaissance à MM. Kakutani, Malliavin et Rudin pour leur 
aide précieuse. 
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De manière générale, h, peut être choisi inférieur à 


n—1 
Le À Am 
1 


tel que 
|| Aen || > 9” et que Nl: —Ÿ he Er 


COEUR 


Pour une suite {A,}A,> 1, nous désignons par c{A,} Palgébre des suites 
a= a, } telles que 


a [l= San | An< % 
avec les opérations algébriques usuelles 
{an} + {bn} ={an+ bi}, Aas) On t= | ante ts Ma, ha Aas be 
Nous désignons par s{A,,} l’algébre des suites a = | 4, | telles que 


lim | a, | A, = 0, 


avec les mêmes opérations algébriques. s { A,,} est une algèbre de Banach si l’on 
pose 
|| @ |] = Sup | al An 


Lemme 2. — Soit | h,} une suite d’idempotents orthogonaux dans B. Soit { À, } 
une suite de ie positifs. Supposons que toute fonction f définie sur MN qui 


prend la valeur a, sur le support de h, et qui s'annule ailleurs appartienne a B 
dés que 


D'iaulAnco; alors || in|] ZKA,. 


Démonstration. — L'application { a, } > f, f fone diane comme dans l'énoncé 
du lemme, est un homomorphisme de 5{A,} dans B. L'hypothèse que B soit : 


semi-simple entraîne, d'après un théorème connu de Sylov [3], la continuité de 
cet homomorphisme. Il existe, par conséquent, une constante K telle que 


ZK || «|| = K S| @ | An, 
et le théorème résulte en prenant pour flidempotent h,,. 


3. Rappelons qu'une fonction F(+), définie dans une partie I du plan complexe, 
opère dans B si F(/) €B pour toute fé B dont le spectre est contenu dans I. 


Tutorime 1. — S'il existe une fonction F(a) définie pour o Zx 1, qui opère 


et, par conséquent, 
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dans B telle que F(o)— o et que limæ-! F(x)=, alors l’ensemble des idempo- 
tents de B est borné. Wee. | 


Démonstration. — Si l’ensemble des idempotents n’est pas borné, il existe, 
d’après le lemme 1, une suite (idempotents {h,,| telle que h,h,,=o pour 
nM, ||h,|| 2. En prenant, si nécessaire, une sous-suite de {A,} on peut 
supposer 


F(x) > nx pour «æ<\||#; 112 
Posons A,=n"'||h,|; soit {d,! une suite de nombres non négatifs telle que 
D dAs<o. 
On a 


5 tn by . 
B(S) > nad, si. d,A, 


Vl 
et comme la fonction F est continue ({1], th. 2.1) (*) il existe 


ly 2 fel que. E (a4) = 2, 
Or 


Yann 2D) Shall =D dAr<e 


ieee anlnEB, donc F(f)eB. 


Si DidiA;<o, la fonction qui prend la valeur d, sur le support de h, est 


une combinaison linéaire de quatre fonctions non négatives du même type et 
appartient donc à B. D’après le lemme 2, on a 


K 
|| An || EKAL= = [| An |], 
ce qui est impossible. 


Corontame. — Si l’espace IN des idéaux maximaux de B est totalement 
discontinu, on a, sous les hypothèses du théorème 1, B = C(d1). 


Démonstration. — Soit B, la sous-algèbre de B de toutes les combinaisons 
linéaires finies d’idempotents. La norme induite sur B, par B est équivalente, 
d’après le théorème 1, a celle induite sur B, par C(9). Comme B, est dense 
dans C(M), on a B= C(O). 


a (2) Dans [1], l'emploi de la fonction G(s) dans la démonstration du théoréme 2.4 est erroné et 
superflu. Cette partie de la démonstration peut se faire directement. 
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Remarque. — La condition 
luna F (4) 
x>0 


dans l'énoncé du théorème 1 ne peut être remplacée par 


lim 2~! F (a) = 00 
x>0 


comme le montre l'exemple suivant : 


Soit { A, } une suite croissante telle que 


Considérons l'algèbre s{A,}. Pour simplifier les notations, supposons aussi 


Ati 


A > 3 et soit F(x) définie comme suit : 


2 a RAR vo 

F (On) ah (2. %n44) = VFnFn+15 An — A; ? 
F(x) étant linéaire pour «, Sx 2a,,, et pour 24, >æ ~%,. On voit facile- 
ment que F(z) opère dans s{ A, } et l’on a : 


Oe <= game fae eg a Ore Jai 
fim arb a) Shame a3 ep Van ni > lim Varna, = ae 


La condition lim == est essentielle dans la construction de cet exemple; 


na 


signalons, en effet, le résultat suivant : 


THtorimMe 2. — S'il existe dans B une suite @ idempotents orthogonauz | h,,\ dont 
p 8 


les normes A, — || h, || satisfont aux conditions 


(a) An— ©, 
(b)= ‘An wAGh oa K, 


alors toute fonction qui opère dans B est lipschitzienne d'ordre 1 en tout point. 


Démonstration. — Supposons que F(æ) soit définie dans [o, 1], qu'elle opère 
dans B et qu’elle n’est pas Lip 1 à l’origine. On ne restreint pas la généralité en 
supposant que F(z) est réelle et s’annule à l’origine. En prenant, si nécessaire, 
— F(a) au lieu de F(a) on peut affirmer qu'il existe une suite { «,} telle que 
F(a,) >n'a,. Pour tout n il existe m= m, tel que 

‘ont fab ann. \ 


Ay 


t 
aI eee @ 5 | es A A AE = 
Posons g,— h,,,. Sonn appartient à B dès que |b,| < ~,, la série étant absolu- 


ment convergente. Par un raisonnement tout à fait analogue à celui utilisé dans 
la démonstration du on vais 1; on obtient que la fonction qui prend la 


‘ 
2 
a 
ee 
= 
A 4 
ay 
. 
# 
‘i 
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valeur d, sur le support de g, appartient à l'algèbre dès que 


Al nha, < F (a) 
et, en particulier, si 


AT Pas ie en 


ce qui implique, d’après le lemme 2, 


|| &n | <= Kn An. 
4. Rappelons quelques notations et résultats de [1]. 


a. Dérinition. — Une fonction F(a) qui opère dans B est bornée au voisinage 
d’un idéal maximal M € 0M s’il existe un voisinage V de M dans IN et un n >o 
tels que l’image par F de l’ensemble des éléments de B à support dans V et de 
norme inférieure a 7 est bornée. 

Nous dirons également que M est ordinaire par rapport à F. 


b. Tutorime ([1], lemme 3.2). — Soit B régulière, F une fonction qui opère 
dans B. Il n'existe qu’un nombre fini d'idéaux maximaux non ordinaires par rap- 


port à F. 


c. Taéorème ([1], lemmes 3.1 et 6.1). — Si F(a) = x opère dans B et si F(x) 
est bornée au voisinage de chaque MEN, on a B—C(M). 


d. Tutorime ([1], théorème 6.2 a). — Si toutes les fonctions continues opèrent 
dans B, on a B= C(O). 


5. Tutorime 3. — St F(x) = Ja (0 <a <r) opère dans B, alors B—C(IM). 


Démonstration. — Remarquons d’abord que B doit être régulière. En effet, 
F,(x)=|x2|=2?, pour |x|-Z1, opère dans B. Soit H un fermé dans IN, 
M, €H, il existe une fonction réelle A(M)e C(N) égale à —1 sur H telle que 
h(M,) =1. Comme B est dense dans C(I) il existe une fonction réelle /(M) e B 
telle | /(M) —h(M)| <<. ((M)+|/(M)|s’annule sur H, f(My)+ | (Mo) |Ss1- 
Pour avoir le cas général il suffirait de démontrer le théorème sous l'hypothèse 
supplémentaire 1% —|—1, 1]; ceci se voit comme suit : 


Soit fEB de spectre contenu dans[—1, 1]. Désignons par| /] la sous-algèbre 
de B des éléments constants sur les lignes de niveau de /, en d’autres termes : 


gelfle {f(M) = f( M2) = 8 (M1) = f (M) }. 


_L’espace 2; des idéaux maximaux de [| f] coincide avec le spectre de f et fait 


done partie de [— 1, 1]; si cela implique [ /] = C(9R;), toute fonction continue 
opérera sur / et, / étant quelconque, toute fonction continue opérera dans B et 
et l’on n’a qu’à appliquer 4.d. | 

Ann. Ec. Norm., (3), LXX VII. — Fasc. 2. 23 ~ 
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Une deuxiéme simplification nous est permise par 4.6. Nous pouvons sup- 


poser que x est bornée au voisinage de chaque ME OM, sauf peut-être l’un 


d'eux, M,. Nous montrerons que // est bornée au voisinage de M, également. 


1° cas : M est totalement discontinu en My. 

Il est clair qu'il suffit de montrer que Jz est bornée au voisinage de My; 
lorsqu’on restreint son opération à l’algébre B, des éléments de B nuls au voi- 
sinage de M,[ j'E B, si et seulement si EB et s’il existe un voisinage Va VON 
de M, tel que /(M) =o pour ME V(F)]. Ceci montrera, en effet, l’équivalence 
de la norme dans B, et la norme uniforme ([2], p. 78). Si Va n’est pas bornée 
au voisinage de M, dans B,, on peut choisir une suite P,EB,, P,> so, P, ayant 
son support dans un voinage V, fermé et ouvert de M, tel que 


ViSViP CUIR, ll eae ANNE 


Le support de P, est contenu dans V,— V,,, qui est un ouvert-fermé, et dont 
la fonction caractéristique k, est un idempotent dans B. 


M “| 
Posons =), PRO 
n—1 


n Z| VPall=llVF Poll ZI VAI An <K I Vel 


d’après le théorème 1; \/f ne peut donc appartenir à B contrairement à l’hypo- 

thèse. 

Le cas général. — Si M n’est pas totalement discontinu en M,, M, est, soit 

une extrémité, soit un point intérieur d’un intervalle appartenant à IN. 
Montrons que si B£C(9M), il existe une algèbre quotient B, de B dont 


l’espace des idéaux maximaux M, est totalement discontinu en Mo, tel que Vx 
opère dans B, et tel que B, 4 C(ON,) ou, ce qui revient au même, que l'idéal 


‘maximal M, dans B, est différent de l’ensemble de toutes les fonctions continues 


sur AM, nulles en My. 
Pour tout ¢ > 0, l’algébre des restrictions des éléments de M, à 


Mi= NN{ x; |e —M,|2} 


est isomorphe à CCM) d'après 4 c. La norme dans l'algèbre quotient est, par ‘ 


conséquent, équivalente à la norme dans C(9,). Soit A(z) la constante de cette 
équivalence. Cela veut dire que toute fonction f(x) continue sur 9R, est une 
restriction d’une fonction de M, dont la norme dans B est inférieure à 


A(t) Sup | f(z) |. 
eEMe 


Lemme. — B = C(OR) si et seulement si A(t) est bornée. 
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Démonstration. — Il est clair que si B= C(O), A(t) est bornée, montrons 
done que si A(t) CK onaB=C(M), 
Soit gEMo. Soit à, tel que Sup |g(x)|< a. D'après les hypothèses il 

| 2—My| =o 


existe une fonction h, dans M,, a support dans 


2 


an M us M,+ =| 


telle que 
8 + My || ZK Sup | g(x) |. 


Soit A, (a), la fonction égale à 1 pour 


| Le — M, > 01, 
égale à zéro pour 


et linéaire pour 


ot |e — My| 20s. 


ie A, EM, et, d'après les hypothèses, on peut lui ajouter un élément H’, à support 
k voisin de M, de façon que 
3 NA 4, | <K 
bi __et que, si l’on pose 
bs Bi (Air A} + Ma), 
i on ait . 
Sup | g(x) — g1(2) |< e. 
Pour se M, et €, >o on peut donc trouver deux éléments, g, et f, tels 
ms ques fit 
om | IA || ZK Sup|g(z)|,  Suplfi(x)|< &. 
| Par le même argument fi = g: + fo tel que || 8: || ZK°e, 
, pes 
Sup | fil © oe) Ses brite Ins; || Sn+a || = K* ert 
; the Sup | fx (æ) |Z = 


Ona g=Y ns par conséquent 
| 0 | LS gala? Sup | g(2)| 


et le lemme est démontré. ie 
Revenons maintenant à notre algèbre B et à l'hypothèse que Vx y opère. 
eS BÆ<C(9R), A(t) tend vers + lorsque ¢> 0, choisissons ¢, tel que 


+ it 
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A(t,) >10. Considérons l'algèbre B, des restrictions des éléments de B a 


me — men} 23 4 <|a@—Mo| <4 . 
Soit A,(t) la fonction correspondant à B, de la même manière que A(Z) corres- 
pondait à B. Il est clair que A,(t)—=A(Z) pour ¢ >% et, d’aprés le lemme, 
A,(t) > lorsque t > o. 
Soit #, tel que 
ty 


Ay (tf) > 10? et lo a 


et enlevons du spectre de B, la partie contenue dans 


ty 
= <2 — Mol <&. 


Nous obtenons une algèbre B, avec une fonction A,(¢) qui satisfait 


Ay (t) = Ay (2) pour t>&, A, (é) =>. 


De manière générale on enlève la partie de M incluse dans 
tn 1 
= <= | a — M, | < ln 


et l’on obtient une algèbre B, et une fonction A, (+) qui satisfait aux conditions 
AE AAC PDO LE: AU) == 107. 


Soit I la réunion de tous les intervalles qu’on enlève de cette façon. Soit By 
l'algèbre des restrictions des éléments de B à 9 —I. Soit A,(¢) la fonction 
correspondant à By. On a 

Mél Aat) S20? 


et, par conséquent, B, 4 C(IN — 1). Or /x opère dans B, et IN — I est totale- 
ment discontinu en M,; la démonstration du premier cas implique Bx =C(ON—]), 
contradiction qui prouve le théorème. 
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SUR LA DUALITE DANS LES (>-ALGÈBRES. 
APPLICATION AUX ANNEAUX, 
AUX MODULES, AUX DEMI-GROUPES 


Par MM. L. LESIEUR er R. CROISOT. 


(Poitiers et Besançon) 


Le présent Travail a été rédigé en hommage à notre éminent collègue René Garnier à 
propos de son Jubilé scientifique. C’est en vue de hater la publication de ce Mémoire, 


— destiné initialement au Volume du Jubilé R. Garnier, — que ce Mémoire est ici inséré. 


INTRODUCTION. 


La notion de (&)-algèbre est une extension de la notion de treillis multipli- 
catif résidué. Nous l'avons introduite (*) afin de généraliser au cas non commu- 
tatif les théorèmes de décomposition d’un idéal d’un anneau nœthérien comme 
intersection d’idéaux primaires. Elle nous a permis de faire une théorie valable 
à la fois pour les idéaux bilatères et les idéaux à gauche d’un anneau ou d’un 
demi-groupe ainsi que pour les sous-modules d’un module. Une (&)-algèbre (L) 
est constituée par un demi-groupe réticulé complet quasi-entier (G) et un 
treillis complet (L); les éléments de (%) sont opérateurs dans (L), certaines 
conditions étant imposées à l’opération externe ainsi définie, d’où résulte 
notamment l’existence d’une résiduation des éléments de (L) par les éléments 
de (%) et d’une résiduation des éléments de (L) par les éléments de (L). 

L’algèbre duale de la (G)-algèbre (L) est alors obtenue en considérant (&) 


(2) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [2], [4] et [7]. C’est seulement dans ce dernier travail que nous 
utilisons la terminologie de (G)-algébre, la notion ainsi recouverte étant d’ailleurs un peu plus 


_ particulière que celle introduite dans [2] et [4]. 


= 
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comme demi-groupe par rapport a son antimultiplication tout en conservant sa 
relation d’ordre et en prenant le treillis dual du treillis (L) avec la résiduation 
des éléments de (L) par les éléments de (@) comme opération externe. Cette 
définition de l’algèbre duale d’une (%)-algébre (L) est donnée d’une façon 
précise au paragraphe 1 où nous indiquons également les conditions de chaînes 
qui permettent d'appliquer à l'algèbre duale toute la théorie des (G)-algébres. 
Nous énonçons au paragraphe 2 un certain nombre des résultats qu'on peut 
ainsi obtenir par dualité. 

Ces résultats sont valables notamment pour les anneaux, les demi-groupes et 
les modules. Nous examinons ces cas particuliers au paragraphe 3, ainsi que 
quelques exemples. Il y a lieu de noter que les conditions de chaîne imposent à 
cette théorie duale une portée en général plus faible qu’à la théorie directe. 


1. DÉFINITION DE L’ALGÈBRE DUALE D’UNE (G)-ALGEBRE (L). — Considérons, comme 
dans [2] (cf. S 1, p. 81), deux ensembles (8) et (L) dont les éléments sont 
représentés respectivement par des majuscules surannées et par des majuscules 
d'imprimerie, les axiomes suivants étant vérifiés : 


Axtome (A). — (%) est un demi-groupe réticulé quast-entier avec élément 
universel &. 


(%) est donc à la fois un demi-groupe que nous notons multiplicativement et 
un treillis dont nous notons respectivement €, C, + et N, la relation d'ordre, 
la relation d'ordre strict associée, l'union (ou addition) et l'intersection, avec 
les conditions suivantes : 


(A;) (AB)C = a (BC) ; 
(Az) A(B + C)=AB+ AC et (G + CE) A = BA + Ca; 
LASER ABCANG. 


Axioms (B). — (L) est un treillis avec élément universel U et élément nul N (?). 


Nous adoptons pour (L) les mêmes notations que pour (8): €, C, + etn. 


AxIOME (C). — Les éléments de (&) sont opérateurs dans (L) qui est ainsi 
muni d'une opération externe faisant correspondre à tout A €(%) et tout X E(L) 
un élément noté AXE(L), avec les conditions suivantes : | 


(Cy) aA(X+Y)=aX+ ay; 
(Ca) (A+ B)X = AX + GX; 
(C3) (AB) X = (BX); 
(G,) AXCX; 


(C;) Pour tout couple XE(L), YE(L), il existe au moins un LES) tel 


eee 


(2) Dans [2], nous n’imposions pas l'existence de l'élément nul N. Celui-ci nous est nécessaire ici 
pour définir la dualité. 
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que &YCX et l'ensemble des & ayant cette propriété possède un élément 
maximum noté X +. Y qui est appelé résiduel à gauche de X par Y. 

(C,) Pour tout couple XE(L), &e(&), il existe au moins un Ye(L) tel 
que &YCX et l'ensemble des Y ayant cette propriété possède un élément 


“maximum noté X .: & qui est appelé résiduel à droite de X par &. 


Rappelons les propriétés suivantes des résiduels à droite qui résultent faci- 
lement de leur définition et des conditions imposées à l'opération externe : 
CRIME heel OX CUNY,” 0) : 
X. (K+ B) = (KX. A)n(X.:B); 
Ki OC a= OCR) dE 
re ee 


Désignons maintenant par (&) le demi-groupe opposé du demi-groupe (&), 
la multiplication dans (3) étant notée”. Autrement dit, nous posons V@= BE. 


Nous munissons (&) de la relation d'ordre de (@). Il est immédiat que (3) est 
un demi-groupe réticulé quasi-entier avec élément universel. 


Nous notons Cy Cc à +etn respectivement la relation d’ordre, la relation 


d'ordre strict, union et l’intersection dans (3). Il est clair que ces signes ont 
le même sens que les signes €, €, + et N respectivement. L’élément 


. universel & de (&) n’est autre que &. 


Soit (L) le treillis dual du treillis (L). (L) est un treillis avec élément universel 
et élément nul. Nous notons oa ; € ; + etn respectivement la relation d’ordre, 


la relation d'ordre strict, l’union et l'intersection dans (L). Ces signes ont le 
même sens que les signes 2, 3, N et + respectivement. L'élément uni- 


versel U de (L) est N et son élément nul N est U. 

Finalement, à tout &e(&)—(G) et tout Xe(L) =(L), nous faisons 
correspondre un élément noté a*xe(L)=(L) en posant A*X=X.- a. 
Vérifions que les conditions (C,) à (C,) sont alors réalisées : 

(Cy) 4X4 VY) axa AY s'écrit (XAY)E A = (X d)n(Y à); 


(y) (ata) x=ax+ ay: s'écrit X (A+B) =(X.a)n(X.-B); 
(Cs) (@'°B@)*X = a*(B*X) s'écrit X.- BA —(X.: 8). A; 


Por @XCX s'écrit X.-ADX; 


(C;) Étant donné XE (L) ET One = (L) =(L), l'élément, ©=Y-;,X 
vérifie (X CY c’est-à-dire X CY .- & ou encore a*YEX et c’est le plus grand 


/ élément de (3) = (G) ayant cette propriété; nous poserons X Y=Y".X; 
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(C,) Étant donné Xe(L)=(L), Ae(S)=(%), l'élément Y=AX 
vérifie OX CY c'est-à-dire XC Y .: & ou encore a*Y CX et c’est le plus petit 
élément de (L), donc le plus grand élément de (L), ayant cette propriété; 
nous poserons X “A = AX. 

Nous avons donc démontré le théorème suivant : 

Taéorëme 1.1. — (%) étant un demi-groupe réticulé et (L) un treillis satis fai- 
sant aux axiomes (A), (B) et (C), le demi-groupe opposé de (%) muni de la 
même relation d’ordre et le treillis dual de (L) satis font aussi aux axiomes (A), 
(B) et (C), en définissant l’opération externe par O*X =X .: &. 


Examinons plus spécialement le cas particulier des (&)-algèbres. Nous avons ~ 


défini dans [7] (cf. chap. IIL) une (G)-algébre (L) comme étant constituée par 
deux treillis (G) et (L) satisfaisant aux axiomes suivants qui remplacent les 
axiomes (A), (B) et (C) : 


AXIOME (A’). — (%) est un demi-groupe réticulé quasi-entier complet. 


Nous adoptons les mémes. notations que plus haut. De plus, nous représen- 
tons par 3 l’élément zéro de (@). Remarquons que la condition (A,) est alors 
renforcée par la suivante : 


(A!) ee a) ré AB, et (x Ja es BA. 
iel iel iel iel 
AxIOME (B’). — (L) est un treillis complet. 
Nous adoptons encore les mémes notations que plus haut. 


Axioms (C’). — Les éléments de (%) sont opérateurs dans (L), les conditions 
suivantes étant vérifiées : 


(C) ax x) a (&X;) [renforcement de (C:)]; 
4 iel iEI 
(GC) (> aye =>, (&;X) [renforcement de (C;)]; 
iel i€l 
(C3) (AB)X = A(BX); 
(Ci) AXCX; 
(Gs) | Bez N, 


On voit aisément que (C;) et (C,) entrainent (C,), que (G,) et (C,) 
entrainent (G) et que, par suite, l’axiome (C) est vérifié. Nous adoptons pour 
les résiduels les mêmes notations que plus haut. 


yy 
i. 
a ae 


LOUE AV Pe 
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Remarquons qu'on a 


(A ih Lee (X;. @) 
iEI iEI 

ne (Ze) = A (X.:&,) 
iel iEI 


Étant donnée une (%)-algébre (L), considérons alors comme plus haut le 
demi-groupe (&) opposé du demi-groupe (@) muni de la même relation d'ordre, 
le treillis (L) dual du treillis (L) et posons A*X = X .: &. 

Les axiomes (A‘), (B’), (C’) sont alors vérifiés. En particulier, 


(Gaye « (3%) yy KR) s'écrit (N ae a (Xi: &); 


tel iel iel tel 
(Ci) 6 a.) REY (ASX) s'écrit  X. e a.) — M (X. &); 
iel 1EI iel iEI . 
(Ci) SNXENUL Sécrit KS SLU: 


Nous avons donc le théoréme suivant : 


Trtorkme 1.2. — Étant donnée une (%)-algébre (L), l’ensemble constitué par 


_le demi-groupe (& (& &) opposé du demi-groupe (&) muni de la méme relation d’ordre, 


et le treillis (L ) dual de (L) constitue une (& (3 algébre de en définissant l’opéra- 
tion externe par A*X =X." &. 


Définition 1.2. — La (&)-algèbre (L) sera appelée l'algèbre duale de la 
(%)-algébre (L). 


Remarque. — L’algébre duale de la (& 6 )- algèbre (L (L) est la (G)-algébre (L). 
La théorie développée dans [2] et dans [4] nécessite Loue supplémen- 
taire suivant : 


Axioms (D). — L'ensemble des résiduels à gauche et l’ensemble des résiduels à 
droite de tout élément X E(L) vérifient la condition de chaîne ascendante. 

D’après la définition de (& ) et de (L), il est clair que nous pourrons appli- 
quer nos résultats au cas présent moyennant l’axiome suivant traduit en 


utilisant les notations de (&) et de (L). 


AXIOME (D). — Pour tout XE(L), | ‘ensemble des éléments de la forme Y:°.X 
avec YE(L) vérifie la condition de chaîne ascendante et la condition de chaine 


descendante. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 2. 2h 


‘ 
ee 
, 
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D’après le corollaire de la propriété 1.1 de [2], l’axiome (D) est notamment 
vérifié dans les cas c1-après : 
1° (&) satisfait à la condition de chaîne ascendante et (L) à la condition de 


chaine descendante ; 
2° (%) satisfait à la condition de chaîne descendante et (L) à la condition de ; 


chaine ascendante; 
3° Toutes les chaînes de (L) sont de longueur finie; 
4° Toutes les chaînes de (%) bornées inférieurement sont de longueur finie. 


. PROPRIÉTÉS DES (G)-ALGÈBRES RESULTANT DE LA DUALITÉ. — Considérons une 
in xigebrs ou, plus généralement, un ensemble de deux treillis (&) et Be 
satisfaisant aux axiomes (A), (B) et (C). 

Supposons également vérifié l’axiome (D). 


Puisque (%) et (L) vérifient les axiomes (A), (B), (C) et (D), tous les résul- 
tats de [2](§ 1 à 6), de [4] et de [5] sont valables pour ces treillis. Nous allons 
traduire les principaux de ces résultats en utilisant les notations de (&) et (L). 


Définition 2.1. — Pour tout XE(L), un élément de (&) de la forme Nace: 
avec Y ? X est appelé un dual résiduel à gauche propre de X. 


Tutorkme 2.1. — Tout élément de (L) autre que N posséde un nombre fini de 
duaux résiduels à gauche propres premiers. 


TaéorÈme 2.2. — Pour tout X E(L), la condition AX =X équivaut à la condi- 
tion  € & pour tout dual résiduel à gauche propre premier & de X. 
Dual radical primal. Éléments duaux primaux. Théorémes de représentation : 


Tutorime 2.3. — Pour tout XE(L), l’ensemble des éléments &E(G) tels 


qu’on ait 
AXE BX=X = BX—=X 


a un élément maximal R,(X). Pour XAN, cet élément est l'intersection des 
duaux résiduels à gauche propres maximaux de X. 


Définition 2.2. — R,(X) se nomme le dual radical primal de X. 
Définition 2.3. — Un élément X €(L) est dit dual primal si l'on a 


: AXCX, BXCX => AX+G6XcxX, 
ce qui équivaut a 
AXcX = ACR,(X). 


Taéorème 2.4. — Pour que X(34N) soit dual primal, il faut et til suffit qu'il 
possède un seul dual résiduel à gauche propre maximal. 


ae 
Fe 
=a 
ta 
€- 
_ 
rad 
a 
a” 
os 


> i. 
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autre telle représentation 
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Définition 2.4. — L'élément X(N) étant dual primal, son unique dual 
résiduel à gauche propre maximal M est appelé l'élément premier associé à X. 
On dit que X est M-dual primal. 


Définition 2.5. — Une représentation d’un élément X de (L) comme somme 
d’un nombre fini d'éléments de CL), soit. Xia Xp EX, EX Lost dite 
réduite si aucun X; n’est superflu et si X; ne peut être remplacé par un élément 
de la forme LX; strictement plus petit que lui (*). 


THÉORÈME 2.5. — Tout élément X de (L) est dual primal ou admet une repré- 
sentation réduite comme somme d'un nombre fini d'éléments duaux primaux de 
la forme OX [avec &E(G)] dont les éléments premiers associés sont incompa- 
rables deux à deux. 


Tatorime 2.6. — Deux représentations réduites d'un élément X(N) comme 
somme d’un nombre fini d'éléments duaux primaux dont les éléments premiers 
associés sont incomparables deux à deux*ont le méme nombre d'éléments et le 
méme ensemble d’éléments premiers associés, cet ensemble coincidant avec 
l’ensemble des duaux résiduels maximaux de X. 


PROPRIÉTÉ 2.1. — Pour tout élément X de (L) et tout élément premier de (&) 
distinct de &, l’ensemble des éléments de la forme &X avec AEF possède un 


élément minimum que nous notons Xj, (*). 


Taéorème 2.7. — X étant un élément non dual primal dont les duaux résiduels 
à gauche propres maximaux sont Ba, Bo, ..-, En, ON A 


XXe Xe: Xe, 


qui est une représentation réduite de X comme somme d’éléments duaux primaux 
dont les éléments premiers associés sont incomparables deux à deux. Pour toute 


NSS Xe ES) ee ) 


X; étant £;-dual primal, on a X;,, X; pour tout t(*). | 
Définition 2.6. — La représentation réduite du théorème 2.7 s’appelle la 
représentation réduite maximum de X comme somme d'éléments duaux 


primaux (°). 


Dual radical primaire. Éléments duaux primaires : 


_Tatonème 2.8. — Pour tout XE (L), l’ensemble des éléments © E(T) tels qu'il 
RS res ee — — 
| (3) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 2, définition 4.3). 


(+) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 3). 
(5) Cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] (chap. IV, § 3). 
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existe un entier positif.m avec ("ZN :. X possède un élément maximum R,(X). 
Pour X £N, cet élément est V intersection des éléments premiers minimaux de (%) 
contenant N°.X (°). 


Définition 2.7. — &R,(X) se nomme le dual radical primaire de X. 
Définition 2.8. — Un élément X de (L) est dit dual primazre si l'on a 
aXcX — JF kentier positif avec AX = N, 
ce qui équivaut à 


aXcX = ACR, (XK). 


= 


En particulier, X est dit dual premier à droite si l’on a 
COX OX sey Rene 


Tuéorime 2.9. — Pour que X(N) soit dual primaire, il faut et il suffit qu'il 
possède un seul dual résiduel à gauche propre premier qui soit élément premier 
minimum contenant N -. X. ° 


Définition 2.9. — L'élément X(N) étant dual primaire, son radical 
primaire étant &, on dit que X est &-dual primaire. 

En particulier, X est dit Z-dual premier à droite s’il est, de plus, dual premier 
à droite. 


Dual radical secondaire. Éléments duaux secondaires : 


Tutorime 2.10. — Pour tout X E(L), l’ensemble des éléments &E(G) tels qu'il 
existe des entiers positifs k(t =0,1, 2, ...,n;n>0) et des éléments £;E(G) 
(t= 15 2 élgne n) vérifiant 
AGC LP, Abe EX IN, avec ' £;X =X 


aun élément maximum R,(X). Pour XN, cet élément est intersection des 
éléments premiers minimaux de (©) contenant N-.X et contenus dans un dual 
résiduel à gauche propre premier de X. 


Définition 2.10. — R,(X) se nomme le dual radical secondaire de X. 


Définition 2.11. — Un élément X de (L) est dit dual secondaire si l'on a 


AXCX =>. 3 k entiers positifs (io, 1, 2, ...,A) 
et 
Lp E (SI UN ay BS Ayia) 
tels que 
Ah L, Ah 2,08... POON. ayec™ SX =X, 
Sc ot enn NE og tite tech, SAR OSS a AEN See Te eee CS 


(®) &y(X) est ainsi le radical primaire de l’élément N de la (S)-algèbre (L') = (X), sous-algébre 
de (L) constituée par les éléments Y de (L) inférieurs ou égaux à X (cf. L. Lesieur et R. Croisot [7] 
chap. II, § 5). | 
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ce qui équivaut à 
AXCX <5! ACR(X). 
TaéorÈme 2.11. — Pour que X(AN) soit dual secondaire, il faut-et il suffit 


qu'il possède un seul dual résiduel à gauche propre premier qui soit élément 
premier minimal contenant N :.X. 


Définition 2.12. — L'élément X(N) étant dual secondaire, son radical dual 
secondaire étant ®, on dit que X est &-dual secondaire. 


Dual radical unirésidué. Éléments duaux unirésidués : 


TnéorÈme 2.12. — Pour tout XE(L), l’ensemble des éléments AE (&) tels 
qu'on ait 
aAX€C => ABE(s), avec BXEC et ABX CC 


a un élément maximum R'(X). Pour XN, cet élément est Vintersection des 
duaux résiduels à gauche propres premiers de X. 


Définition 2.13. — R! (X) se nomme le dual radical unirésidué de X. 


Définition 2.14. — Un élément 2 €(L) est dit dual unirésidué s’il est égal à N 
ou s’il posséde un seul résiduel à gauche propre premier, ce qui équivaut à 
axcX = ACR'(X). 


Définition 2.15. — L'élément X(+4N) étant dual unirésidué, son radical 
dual unirésidué étant &, on dit que X est &-dual unirésidué. 


Dual radical tertiaire. Éléments duaux tertiaires : 


Définition 2.16. — On appelle dual résiduel essentiel de XE(L) un élément 


_ æe(S) tel qu'il existe YCX satisfaisant à T—Y..XetaYCZCX—F—Z:.X. 


Tout dual résiduel à gauche propre maximal est essentiel; tout dual résiduel 
essentiel est premier. 


Taéorème 2.13. — Pour tout XE(L), l’ensemble des éléments XE(%) tels 
qu'on ait 
HN EC X CE X 


a un élément maximum R,(X). Pour XAN, cet élément est l'intersection des 
duaux résiduels essentiels de X. 


Définition 2.17. — R,(X) se nomme le dual radical tertiaire de X. 
Définition 2.18. — Un élément X e(L) est dit dual tertiaire si l'on a 
| | akex Cex s-AXECCX, 


184 L. LESIEUR ET R. CROISOT. 


ce qui équivaut a | ; 
AXEXA= ACR,(X). 
Tutorime 2.14. — Pour que X(4N) soit dual tertiaire, il faut et ul suffit qu'il 
possède un seul dual résiduel essentiel. 
Définition 2.19. — L'élément X(A N) étant dual tertiaire, son radical dual 


tertiaire étant &, on dit que X est &-dual tertiaire. 


Relation entre les différents duaux radicaux. Cas particuliers. Conséquences : 


Tuiorime 2.15. — Entre les différents duaux radicaux d’un élément X, on a 
les relations suivantes : 


Ry (X) Eh (X) CR! (KX) CRs (X) CR, (X). 
Propriérh 2.2. — Si le demi-groupe (G) est commutatif, on a 
By (X) = Ra(X) = K(X). 
Définition 2.20. — Un élément & de (&) est dit L-dual principal si 
X’DB .: & entraîne l’existence de X2B tel que X'= X .: A. 


Propriété 2.3. — Sz le treillis (L) est dual semi-modulaire (") et st tout élément 
de (%) est somme d'éléments L-duaux principaux, on a 


R, (X) = Ry(X) = R'(X) = R;(X). 


:Taéorème 2.16. — Tout élément dual primaire (resp. dual secondaire, dual 
unirésidué, dual tertiaire) est dual secondaire (resp. dual unirésidué, dual 
tertiaire, dual primal). 


PROPRIÉTÉ 2.4. — Pour qu'un élément appartenant à l’une des classes précé- : 


dentes appartienne à unevautre, il faut et il suffit que ses deux duaux radicaux 
correspondants soient confondus. 


CoRoLLAIRE 1. — St le demi-groupe (%) est commutatif, les notions d’élément 
dual primaire, dual secondaire et dual unirésidué coïncident. 


CoROLLAIRE 2. — Si le treillis (L) est dual semi-modulaire et si tout élément 
de (%) est somme d'éléments L-duaux principaux, les notions d’élément dual 
primaire, dual secondaire, dual unirésidué et dual tertiaire coincident. 


Propriété 2.5. — Si le treillis (LL) est dual semi-modulaire, une somme finie 
RE PRE PONE RING SOL sae nee ELE EE RU EI EE 


(7) C'est-à-dire que le treillis dual (i) est semi-modulaire ; ceci a lieu notamment si le treillis (L) 
est modulaire. 


‘ 
/ 


SUR LA DUALITE DANS LES (®)-ALGÈBRES. 185 


Den De x ; ame 
d'éléments 8-duaux primaires (resp. £-duaux secondaires, P-duaux unirésidués, 
fod . 0 Ê ss = , » . . . 
Z-tertiaires) est un élément &-dual primaire ( resp. &-dual secondaire, &-dual 
unirésidué, &-dual tertiaire ). 


Théorème de représentation d'un élément comme somme Jinie d'éléments duaux 
tertiaires. — Nous supposons que le treillis (L) est dual semi-modulaire et qu’il 


vérifie la propriété suivante : 
* (1) QE (\(X+¥) 
ey iel iél 
Be pour tout X et tout sous-ensemble totalement ordonné { Y;},¢1- 
F5 | 
‘3 Nous supposons que l’axiome (D) est renforcé par l’une ou l’autre des 
< conditions suivantes : 
LA HSE | 
% 1° (&) satisfait à la condition de chaîne ascendante et (L) à la condition de 
vd chaîne descendante ; 
4 2° (%) satisfait à la condition de chaîne descendante et (L) à la condition de 


chaîne ascendante; 
3° Toutes les chaînes de (L) sont de longueur finie. 


(Dans le premier et le troisième cas, la propriété (1) est trivialement 


«3 vérifiée. ) 
a Moyennant ces conditions, tout élément de (L) est somme d’un nombre fini 
2 d'éléments +--irréduciibles, c’est-à-dire d'éléments qui ne sont pas la somme 


de deux éléments strictement plus petits qu'eux. On a alors les résultats qui 
sont la traduction de ceux de [2]|(§ 8) et de[6]. 


Définition 2.21. — Une représentation d’un élément de (L) autre que N 
comme somme d’un nombre fini d’éléments duaux tertiaires est dite réduite © 
si aucun de ces éléments n’est superflu et si leurs éléments premiers associés 
sont tous distincts. 


Tutortme 2.17. — Tout élément X de (L) autre que N admet une représentation 
réduite comme somme d’un nombre fini d'éléments duaux tertiaires. 


Taéorëme 2.18. — Deux représentations réduites d’un élément X(+4 N) comme 
somme d’un nombre fini d'éléments duaux tertiaires ont le méme nombre d’élé- 
ments et le même ensemble d'éléments premiers associés, cet ensemble coincidant 
avec l’ensemble des duaux résiduels essentiels de X. 


Notons encore que les représentations réduites comme somme d’un nombre 
fini d'éléments duaux primaires vérifient, lorsqu'elles existent, le deuxième 
théorème d’unicité : unicité des éléments duaux primaires auxquels sont asso- 
ciés les éléments premiers minimaux. 


‘ 
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3. APPLICATIONS ET EXEMPLES. — La théorie que nous venons de développer 
s’applique aux différents cas cités dans [2] (ef. § 1) mais il faut assurer 
l’axiome (D) au lieu de l’axiome (D). Nous allons d’abord donner les applica- 
tions les plus importantes. Puis, nous établirons quelques théorèmes plus forts 
dans certaines circonstances particulières. Enfin, nous étudierons quelques 
exemples et contre-exemples. 

Auparavant, remarquons que le treillis (L) des idéaux à gauche ou bilatères 
d’un anneau ou d’un demi-groupe avec zéro ou bien celui des sous-modules 
d’un module est modulaire. D’autre part, le treillis (L) des idéaux à gauche ou 
bilatères d’un demi-groupe avec zéro vérifie la propriété 


(1) (Oa (XV) 


iel iel 


pour toute chaîne {Y;},¢,, cette propriété résultant de la distributivité de la 
réunion par rapport à l’intersection; par contre, si (L) est le treillis des idéaux 
a gauche ou bilatéres d’un anneau ou bien celui des sous-modules d’un module, 
nous devrons supposer la condition de chaîne descendante pour assurer (1) si 
besoin est (dans l'anneau des entiers, il n’y a pas d’idéal + -irréductible autre 
que O). 

La plus grande partie des résultats du paragraphe 2 (à l'exception des théo- 
rémes de représentation d’un élément comme somme finie d'éléments duaux 
tertiaires) s'applique dans les cas suivants : 


a. (L) est un demi-groupe réticulé résidué avec élément universel et élément 
zéro quasi-entier à gauche, (&) étant l’ensemble des éléments quasi-entiers 
de (L), la condition de chaîne ascendante et la condition de chaîne descendante 
étant imposées à (&). Ces conditions sont réalisées si (L) est le treillis des idéaux 
"à gauche d’un anneau nœthérien bilatère et artinien bilatére ou le treillis des 
idéaux à gauche d’un demi-groupe avec zéro nethérien bilatère et artinien 
bilatère. 

Dans le cas particulier où (L) est quasi-entier, (&) et (L) sont confondus. 
Ceci a lieu quand (L) est le treillis des idéaux bilatères d’un anneau nœthérien 
bilatère et artinien bilatère ou le treillis des idéaux bilatères d’un demi-groupe 
avec zéro nœthérien bilatère et artinien bilatére. 


b. (&) est le treillis des idéaux bilatéres d’un anneau A et (L) le treillis des 


sous-modules d’un A-module M, l’axiome (b) étant assuré par l’une ou l’autre 
des conditions suivantes : 


(%) est de longueur finie; 
(L) est de longueur finie ; 
A est artinien bilatère et M neethérien; 
A est neethérien bilatère et M artinien. 
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De Gus les théorèmes de représentation d’un élément comme somme finie 
d'éléments duaux tertiaires seront valables dans les cas suivants : 


idéaux à gauche d’un anneau artinien à gauche et nœthérien bilatère; 


idéaux à gauche d'un demi-groupe avec zéro artinien à gauche et nœthérien 
bilatère ; 


\ 


idéaux à gauche d’un demi-groupe avec zéro nœthérien à gauche et artinien 
bilatère ; 

idéaux bilatéres d’un anneau nœthérien bilatère et artinien bilatère : 

idéaux bilatères d’un demi- groupe avec zéro neethérien. bilatére et artinien 
bilatére ; 

sous-modules d’un module artinien sur un anneau nœthérien bilatére; 

sous-modules d’un module artinien et nœthérien. 


PROPRIÉTÉ 3.1. — Sort (L) un demi-groupe réticulé résidué avec élément universel 
U et élément zéro O, quasi-entier à gauche, (&) l'ensemble des éléments quasi- 
entiers de (L). Pour tout élément X de (©), l’ensemble de ses duaux résiduels à 
gauche propres premiers est le même, soit qu'on considère X comme élément de (©) 
muni de l'ensemble (%) d'opérateurs, soit qu’on considère comme élément de(L) — 
muni de l'ensemble (©) d'opérateurs. 


Il suffit évidemment d’établir que tout dual résiduel à gauche propre premier 
de X qui est de la forme & — Y :. Æ avec YE(L) est de la forme Y°.& avec 


“YE(G). 


Posons Y= YA(Y:.U). On a d’abord YE(B). 

En effet, YUC(Y:.U)UCY et yUUCYUCY, d'où YUC Y-.U et, par 
suite, Y¥UCY. D'autre part, ona = Y-.&. En effet,onaY-.TCY'.L=F 
d’ailleurs, 8 TE Y entraîne, puisque & est élément de (G), ZLXTUCF Cy, 
d'où PTCY:.Uet TXEY soit LOY >. EX. 


CoroLLAIRE. — Pour un élément & de (%), les notions d’élément dual primaire, 
r . CN ie o . Re . , . 
dual secondaire, dual unirésidué, dual primal sont les mémes, soit qu'on const- 
ie 2 . ? 
dère & comme élément de (%) muni de l’ensemble (&) d'opérateurs, soit qu'on 
considère & comme élément de (L) muni de l’ensemble (&) d'opérateurs. 


Ceci s'applique notamment aux idéaux bilatères d’un anneau ou d’un demi- 
_groupe avec zéro. 
Par contre, s’il est exact qu’un dual résiduel essentiel d’un élément & de (&) 


considéré comme élément de (%) est dual résiduel essentiel de Æ considéré 


comme élément de (L), la réciproque est fausse et un élément de (G) peut être 
dual tertiaire quand on le considère dans (8) sans être dual tertiaire quand on 
le considère dans (L). Il en est ainsi de l'idéal D dans le demi-groupe de 
l'exemple 3.7. 


Ann Ec. Norm., (3), LXXVI. — Fasc 2. 25 
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Propméré 3.2. — Soit A un anneau commutatif, M un A-module, (&) l'ensemble 
des idéaux de À, (L) l'ensemble des sous-modules de M. Tout élément de (&) est 
somme d'éléments L-duaux principaux. 


IL suffit de montrer que tout idéal principal de A est L-dual principal. Soit (a) 
un tel idéal et soient B et X’ deux sous-modules de M tels que X’2 B.-(a)=B.-a. 
Posons X —B+aX.0naX2BetX'=X.a—X. (a). En effet, on a d'abord 
X.:aD aX'.: aD X’; d'autre part, pour tout EX . a, il existe bEB et 2’ EX’ 
avec at—b+ax!, d'où a(t—a')=b ett—az' EB. aCX'; par suite, 4€ X’ 
ce qui établit X .* a € X’, d’où l'égalité X'= X .: a. 

D’après le corollaire 2 de la propriété 2.4, il en résulte le théorème suivant : 


Tutorime 3.1. — Soit A un anneau commutatif nœthérien, M un A-module 
artinien. Tout sous-module dual tertiaire X, en particulier tout sous-module 
+--irréductible, est dual primaire, c'est-à-dire qu’il vérifie la condition 

aXcX => 1n entier positif avec a X — 0. 


Tout sous-module admet une représentation réduite comme somme d'un nombre 


fini de sous-modules duaux primaires, deux représentations du même sous-module 


ayant même nombre d'éléments et mêmes idéaux premiers assoctés. 


COROLLAIRE. — Soit A un anneau commutatif nœthérien et artinien. Tout idéal 
dual tertiaire, en particulier tout idéal +-irréductible, est dual primaire. Tout 
idéal admet une représentation réduite comme somme d’un nombre fini d'idéaux 
duaux primaires, deux représentations du méme idéal ayant même nombre d’élé- 
ments et mêmes idéaux premiers associés. 

St À est unitaire, la représentation est unique. 


~ 


L’unicité résulte du fait que tout idéal propre premier est un idéal propre 
maximal si A est un anneau commutatif artinien unitaire (cf. O Zariski et 
P. Samuel [1], th. 2, p. 203). 

Les exemples 3.1 et 3.2 illustrent le théoréme 3.1 et son corollaire. 


Par contre, la propriété 3.2 et les conséquences qu’on en déduit (corollaire | 


du théorème 3.1) ne sont pas valables pour un demi-groupe commutatif. On 
trouvera, dans les exemples 3.6 et 3.8, un idéal d’un tel demi-groupe (artinien 
et nœthérien) qui est dual tertiaire mais non dual unirésidué. Naturellement, 
tout idéal dual unirésidué d’un demi-groupe commutatif satisfaisant à 


l’axiome (D) est dual secondaire et dual primaire, d’après le corollaire 1 de la 
propriété 2.4. 


Tatoréime 3.2. — Soit M, l'anneau des matrices carrées d'ordre n sur un anneau 
commutauf artinien et nœthérien. Tout idéal à gauche dual tertiaire de M, est 


dual primaire et tout idéal à gauche est somme d’un nombre fini d'idéaux à gauche 
duaux primaires. | 
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Pour le voir, il suffit de se reporter à l'étude faite dans L. Lesieur et 


R. Croisot [2] (cf. § 8, exemple 2 p. 116) et d’appliquer le corollaire du 
théoréme 3.1. 


Trtorime 3.3. — Soit A un anneau artinien à gauche, M un A-module. Suppo- 
sons, en outre, À nethérien bilatère ou M nœthérien. Soit X un sous-module dont 


le dual radical primal R, (X) est distinct de A. On a alors 


x 


“Ry (X) = R(X) = R'(X) = R,(X). 


Par suite, pour & A A, les notions de sous-module £-dual primal, &-dual tertiaire, 
&-dual unirésidué et £-dual secondaire coincident. 


En effet, on sait (¢/. L. Lesieur et R. Croisot [3], § 8, th. 8.1) que tout idéal 
bilatére propre premier est un idéal bilatére propre maximal. Si l’on a 


R(X) A, A n’est pas dual résiduel à gauche propre de X. Il en résulte 


qu aucun idéal bilatère premier de A n’est contenu strictement dans un dual 


résiduel à gauche propre maximal de X. On a done R,(X)=R,(X) d’où l’on 
déduit facilement le théorème. 


COROLLAIRE. — Soit A un anneau artinien à gauche ayant un élément unité à 
gauche et M un A-module. Pour tout sous-module X, on a 


R, (X) = Ry (X) = R(X) = Ra (X). 


Par suite, les notions de sous-modules dual primal, dual tertiaire, dual unirésidué 
et dual secondaire coincident. 


En effet, dans ce cas, il n’y a pas de sous-module admettant A pour dual rési- 
duel à gauche propre. 

Le théorème suivant est une conséquence immédiate du corollaire du 
théoréme 3.3. 


Taéorëme 3.4. — Soit A un anneau artinien à gauche, ayant un élément unité 
à gauche et, par conséquent, nœthérien à gauche. Soit M un A-module. Tout sous- 
module dual primal est dual secondaire et tout sous-module admet une représenta- 


tion réduite comme somme d’un nombre fini de sous-modules duaux secondaires, 


deux représentations du méme sous-module ayant même nombre d'éléments et 
méme idéaux premiers associés. 


CoroLLAIRE. — Soit A un anneau artinien à gauche, ayant un élément unité à 
gauche. Tout idéal à gauche dual primal est dual secondaire et tout idéal à gauche 
admet une représentation réduite comme somme d'un nombre fini didéaux à 


gauche duaux secondaires, deux représentations du même idéal à gauche ayant 


méme nombre d'éléments et même idéaux premiers associés. 
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Comme conséquence de ce corollaire, on voit qu'un idéal bilatère de A est 
dual tertiaire en tant qu’idéal bilatère si et seulement si il est dual tertiaire en 
tant qu’idéal à gauche. 

Le théorème 3.4 et son corollaire sont illustrés par les exemples 3.5, 3.3 
et 3.4. 

Dans les hypothèses du théoréme 3.4 ou de son corollaire, un sous-module 
ou un idéal à gauche dual secondaire n’est pas nécessairement dual primaire 
(voir les trois exemples cités). De plus, le théorème d’unicité des composants 
duaux secondaires isolés n’est pas nécessairement valable (voir l'exemple 3.4). 

Pour un anneau artinien à gauche et nœthérien à gauche A sans élément 


unité à gauche, on peut avoir R,(X) = A et R;(X)CA. Dans l'exemple 3.8, 
on trouvera un anneau commutatif artinien et noethérien R pour lequel 


R,(R)=R et R,(R)CR. Nous ne savons pas si, dans les mêmes hypothèses, 


il est possible d’avoir R'(X)CR,(X) et R,(X)CR'(X) (ce dernier cas ne 


pouvant évidemment avoir lieu que dans un anneau non commutatif). 
Dans un demi-groupe commutatif unitaire, artinien et nœthérien, on peut 


très bien avoir RA(X)CR,(X) (voir l'idéal D dans l'exemple 3.8 auquel on 
peut adjoindre un élément unité) et R'(X)CR,(X) (voir les idéaux B et C dans _ 


le même exemple ou l'idéal D dans l'exemple 3.6). Nous ne savons pas s’il est 


possible d’avoir Ry( X)C R'(X) dans un demi-groupe (non commutatif) artinien 
et nœthérien. 


Tutorime 3.5. — Soit A un anneau semi-simple, M un A-module. Tout sous- 
module dual primal est dual primaire et tout sous module est d'une manière unique 
somme d'un nombre fini de sous-modules duaux primaires. 


Il suffit d'appliquer le théorème 3.4 puisque A est artinien à gauche unitaire 
en remarquant, de plus, que le treillis (G) des idéaux bilatères de A est com- 
mutatif. 


COROLLAIRE. — Soit A un anneau semi-simple. Tout idéal à gauche dual primal 
est dual primaire et tout idéal à gauche est d'une manière unique somme d'un 
nombre fini d'éléments à gauche duaux primatres. 


Exemple 3.1. — Soit Z l'anneau des entiers et Q/Z le groupe additif des classes 
de nombres rationnels modulo 1. Q\Z est un Z-module. Soit M le sous-module 
de Q/Z constitué par les classes modulo 1 des nombres. rationnels de la 


> k ‘. . F : 
forme pipe Se OÙ Pas Pos +++, Ph Sont.des nombres premiers fixés et k, «,, 


ds, ..., %, des entiers positifs ou nuls quelconques. Le Z-module M est artinien 
unitaire. Désignons par M; le sous-module de M constitué par les classes modulo 1 
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~ 


a] ie re ; k \ 
des nombres rationnels de la forme =: où Æ et «; sont quelconques, et par N,, 
i 


le sous-module de M; engendré par la classe modulo 1 du nombre rationnel aes 
P 


i 


Les sous-modules duaux primaires non nuls de M sont les sommes de sous- 


modules M; et les sous-modules N;,. Les sommes de sous-modules M; sont 
O-duaux primaires et les sous modules N;, sont (p;)-duaux primaires. Chaque 
sous-module non nul de M admet une représentation réduite comme somme 
d’un nombre fini de sous-modules duaux primaires et la représentation est ici 
unique. Le sous-module M, + N,, par exemple est (p, )-dual primal et non dual 
primaire. | 


Exemple 3.2. — Soit l'anneau Z/(m) des classes résiduelles d’entiers modulo 
m =p" p;?... p,". Cet anneau est évidemment commutatif, unitaire, artinien et 
nœthérien. Les idéaux premiers propres P,, P,, ..., P, sont engendrés par les 
classes résiduelles de p,, p:, ...,p,. Un idéal +-irréductible non nul est 
engendré par la classe résiduelle d’un entier de la forme p?p®..., p® avec 


Oo Z$;< a; pour unzetB;—«;pour tout j + ¢. Un tel idéal est P;-dual primaire. 


Il n’y a pas d’autres idéaux duaux primaires que les idéaux +-irréductibles. 
Tout idéal possède une représentation réduite unique comme somme finie 
d’idéaux duaux primaires. 


Exemple 3.3. — Considérons l'exemple 1 du paragraphe 8 de L. Lesieur et 
R. Croisot ([2], p. 114). Il s’agit d’un anneau unitaire artinien et nœthérien, 
non commutatif dont le radical primaire n’est pas nul. Il n’est donc pas semi- 
simple. ; | | 

Les idéaux à gauche C, N, N, et J sont P,-duaux primaires. B est P,-dual 
primaire. L'idéal bilatère premier P, est P,-dual secondaire mais non dual 
primaire. On a 


GP) =, (Pr) = R'(Ps) = Ra(Pa) = RP) =P, 


et par suite P, € R, (P,). Quant à Vidéal bilatére premier P;, il n'est méme pas 
dual primal. On a 


Ry (Ps) = Ry(P2) = À (Po) = Az (Pi) du (Pr), d'où Pe ER, (P»). 


Exemple 3.4. — Reprenons l'exemple 3 de L. Lesieur et R. Croisot [3], 
p. 473. Il s’agit de l'anneau A d’endomorphismes du groupe abélien produit du 
groupe additif des classes résiduelles d’entiers modulo 2 et du groupe additif 
des classes résiduelles d’entiers modulo 4. C'est encore un anneau unitaire 
artinien et ncethérien, non commutatif dont le radical primaire n’est pas nul. 

Les idéaux à gauche I), I,, I, et J sont P,-duaux primaires; L,, L, et P, sont 
P,-duaux secondaires mais non duaux primaires. J,, J,, J, et P, sont P,-duaux 
secondaires mais non duaux primaires. 
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K=l += JE: 
et 
Nee Lio) = Li + Jo Ps + Jo Lot di = + = Ps li Lo + Pil) Ps = Pi EP: 


. + ‘ Pee ey - r ? 
ce qui montre que le théorème d’unicité des composants isolés n'est pas valable 
pour les représentations comme somme d'éléments duaux secondaires. 


Exemple 3.5. — Reprenons l'exemple 4 de L. Lesieur et R. Croisot [3], 
p. 475. Il s’agit d’un A-module U nœthérien et artinien unitaire sur un anneau 
non commutatif fini. 

Le sous-module B est &-dual primaire; M, C et U sont @-duaux secondaires 
mais non duaux primaires. N'est &'-dual primaire. 

Exemple 3.6. — Soit D le demi-groupe commutatif dont la table de multipli- 


cation est la suivante : 
RE ae 


oO 4707 0 


a a 
0 | 0a" B 
Ses idéaux sont O —{o}, A={o, a} et D. Ils sont tous premiers. Les duaux 


résiduels à gauche propres de l’idéal D sont O°. D=O et A‘.D— A. L'idéal D 
_est +--trréductible donc dual tertiaire (d’ailleurs, son unique dual résiduel 
“essentiel est A), mais il n'est pas dual unirésidué, ni à plus forte raison dual 
primaire. 


Exemple 3.7. — Soit D le demi-groupe dont la table de multiplication est la 


suivante : 
ON TR OC 


Co fore US 
(MORE ee ES) 
8 © 8 9 
SG © © © 
SO Se © 


Ses idéaux bilatères sont O={0}, B={o0,b}, A={o, a, b} et D, ils sont 
premiers à l'exception de O. Figurons le diagramme de leur treillis (&). 


D 


Fig. 1. 


PEN à 4 abt af he a See rT 
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4 Les idéaux à gauche sont, outre les idéaux bilatéres, Al =10) al et 
+ D'= {o, a, c}. Figurons le diagramme de leur treillis (L). 

3 D = 
4 D' A 
L A’ B 
; 0 
Fig. 2, 


L'idéal bilatère D est dual tertiaire en tant qu idéal bilatère puisqu'il est + -irré- 

 ductible. D'ailleurs, son unique dual résiduel essentiel est A-.D—A. Par 

| contre, en tant qu'idéal à gauche, il n’est pas dual tertiaire car il possède deux 
— duaux résiduels essentiels A-. D — A et D'-.D=B. 


. L'idéal à gauche D’ est dual tertiaire et non dual unirésidué. 
D . Exemple 3.8. — Considérons le demi-groupe commutatif D dont la table de 
4 multiplcation est la suivante : 
ee Gn One 
É GO 00 0 =O 
| OPO CON ay 
a bro Vana a 
4 RCO LE 


rie sont Oso, 0).-A= 10, db 0,0, 0}.°C=—{0, a, e} et D: 
_ Représentons le diagramme de leur treillis (&). 


0 
3 Hip ar 
510 +. Les idéaux premiers sont O, B, D. L'idéal D admet comme duaux résiduels 
essentiels B.D—B et C:.D =D. Il est donc D-dual primal et non dual ter- 
f A : Zz Z 
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tiaire. L'idéal B admet comme dual résiduel essentiel À. B= D; il admet en 
outre O +. B — 0 comme dual résiduel à gauche propre. Il est donc D-dual ter- 
tiaire mais non dual unirésidué. De même, l'idéal C qui admet comme dual 
résiduel essentiel A‘. C—B et comme autre dual résiduel a gauche propre 
O-. C=O est B-dual tertiaire et non dual unirésidué. 


Construisons maintenant sur le corps des nombres entiers modulo 2 une : 


algèbre R dont les éléments générateurs a, b, c se muliplient conformément à 
la Gate de multiplication dé D. 

Les idéaux de R sont O —{o}, A—(a), B'—(a-b), C'—=(a-c), C=(a,¢), 
B—(a,b), A'—(a-c, a-b) et R. Le diagramme de leur treillis (8) est le suivant : 


R 
AS ; 
a) 

Fig. 4. 


Les idéaux premiers sont B, A’ et R. L’idéal R admet trois duaux résiduels 
essentiels : C:. R=D, B-. R=B, A’*. R=A’. Il est donc D-dual primal mais 
non dual tertiaire. De méme, les idéaux B et A’ sont D-duaux primaux et non 
duaux tertiaires. 
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| GÉNÉRALISATION 
4 DU GROUPE FONDAMENTAL 


a PAR M. COSTAKE TELEMAN. 


On sait que les représentations du groupe fondamental x,(X) d’un espace 
topologique connexe X, dans le groupe des automorphismes d’un espace topo- 
logique Y, fournissent les structures fibrées sur X, ayant Y pour fibre et dont 
A = les groupes structuraux sont discrets (Ehresmann [4]). Il en résulte que tout 
3 espace fibré sur X, ayant un groupe structural discret, est associé à l’espace 


- universel de recouvrement X de X, considéré comme espace fibré sur X, et à 
une représentation du groupe fondamental de X, qui est isomorphe au groupe 


structural de X, si X est un espace localement connexe et localement simple- 
_ment connexe. Ce théorème conduit à une classification des représentations du 
groupe 7,(X), en considérant dans la même classe les représentations de 7, (X) 


qui associent à X des structures fibrées isomorphes. Il faut toutefois remarquer 
que les structures fibrées définies par ces classes sont des structures particu- 
lières. Par exemple, si X est une variété différentiable, l'espace fibré tangent 
de X n’est pas associé en général à une représentation du groupe 7,(X). 

Le but de ce travail est d'associer à l’espace X un groupe dont les représenta- 
tions fournissent voutes les structures fibrées sur X. Nous obtenons ce groupe 
par la méthode qui conduit au groupe fondamental r,(X) mais en définissant 
dans l’ensemble des chemins fermés de X, et passant par un point fixe x, EX, 
une équivalence plus faible que l’homotopie. Le groupe ainsi obtenu a été 
considéré aussi par M. Lefschetz ([8], p. 157-161) et nous le désignerons par le 
symbole £,,(X) ou simplement par £,,,. 

Une équivalence analogue, définie dans l’ensemble des chemins de X ayant 
l’origine en a», conduit à un espace fibré principal sur X, que nous représen- 
tons par le symbole (G,,, 5. X). Il faut remarquer que le groupe structural £,, 
de cette structure ne peut pas étre topologisé, en partant de la topologie de X; 
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il est simplement un groupe d’automorphismes de la fibre de (&,,, 5 A) qui 
étant douée de la topologie quotient de la topologie compacte-ouverte, devient 
un espace fibré dans le sens de MM. Ehresmann et Feldbau [5]. Les espaces 
associés à (6,,, 7, X) et aux représentations du groupe £,, sont des espaces 
fibrés du même type. L'espace (&,., 7,,, X) joue donc le rôle d’un espace fibré 
universel pour les structures fibrées sur X du type d’Ehresmann-Feldbau. 

La construction d’un espace fibré universel a aussi été considérée par M. John 
Milnor [10] et par M. R. Lashof[6]. M. Milnor obtient un espace fibré principal, 
à groupe structural topologique, en supposant que X est un complexe cellu- 
laire de Whitehead. Dans ce cas, le groupe de Milnor est un sous-groupe du 
groupe algébrique £,.. M. Lashof a construit un espace fibré qui n’est pas prin- 
cipal, la fibre étant un groupoide. 

Nous sommes partis de l’idée de définir une topologie dans le groupe £,,, en 
considérant certaines représentations du groupe £,, par exemple, les repré- 
sentations sur des groupes de Lie. Nous développons cette idée en supposant 
que X est une variété différentiable et considérons les représentations d’un sous- 
groupe £,, de £,,, fournies par les groupes d’holonomies des connexions infini- 
tésimales des espaces fibrés différentiables, ayant la variéte X pour base. On 
peut considérer deux classes de connexions : les connexions linéaires, définies 
dans les espaces fibrés vectoriels sur X, et les connexions associées aux espaces 
fibrés principaux sur X, ayant pour groupe structural un groupe de Lie. 

Dans les deux cas, on montre que £,, admet une représentation sur un sous- 
groupe partout dense d’une limite projective 3€ de groupes de Lie et cette 
représentation ne s’étend pas à une représentation du groupe £.,.. 

Le groupe d¢ est un groupe de Lie généralisé, dans le sens qu’il possède une 
algèbre de Lie [7], dont les représentations sur les algèbres de Lie de dimen- 
sions finies, fournissent les représentations de JC, si J¢ est connexe (Lashof [7]), 
de étant le groupe universel de recouvrement de 4, donc la limite projective 
des groupes simplement connexes qui recouvrent les groupes de Lie qui défi- 
nissent JC. 

On peut définir, à partir de l’espace X directement, une sous-algèbre partout 
dense de l'algèbre de Lie G du groupe ä€ ou du groupe Je. C’est l’algèbre 
engendrée par les bivecteurs tangents à X et dont les origines sont liées à æ, 
par un chemin différentiable de X. Si X est simplement connexe, le groupe JC 
est connexe et alors certaines représentations de l’algèbre G définissent les 
représentations du groupe £,, ou d¢ sur des groupes de Lie. 

Ce travail a été conçu après que l’auteur a suivi les cours de MM. G. Vranceanu 
et T. Ganea, tenus à l'Université de Bucarest en 1958-1959, sur la théorie des 
connexions infinitésimales et sur les groupes d’homotopie. Aussi, nous voulons 
remercier MM. T. Ganea et S. Teleman pour les précieuses indications qu'ils 
m'ont données. 
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Les idées principales contenues dans ce travail ont été communiquées à 
l’Académie des Sciences de Paris et sont exposées dans deux Notes aux Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences. ({13], [14]). ( 


CHAPITRE TI. 


L'ESPACE FIBRE PRINCIPAL UNIVERSEL D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE. 


1. Soit X un espace topologique connexe par arcs. Nous désignerons par E 
l’espace X' des chemins de X, donc des applications continues j : I > X du seg- 
ment I=[o, 1] dans X. Dans l’ensemble E nous considérons la relation d’équi- 
valence définie par la proposition /, g€E sont équivalents si et seulement si 
l’on peut trouver un homéomorphisme 9 du segment I, conservant les extré- 
mités 0, 1, tel qu'on ait f= ge. Nous désignerons par / la classe du chemin f 
définie par cette relation et par É l’ensemble des classes /, feE. 


Dans l'ensemble E on peut définir une multiplication (f, g) > fg pour les 
paires /, g ayant f(1)= g(0), par les formules 


De même, dans l’ensemble E on peut définir une multiplication pour cer- 
taines paires «, 8: si pour un chemin fEaeH et un chemin g€efeE, on a 


J (2) = g(o), on posera «3 = fe. 

Lemme L.1. — Si les produits 23, 8y(a, B, y €E) sont définis, les produits (3) +, 
a(By) sont aussi définis et l'on a (aB)y = (BY). 

On sait en effet que si pour les chemins /, g, # de X on a f(1) = s(0), 
g(1)=h(o), alors les chemins (fg) h, f(gh) diffèrent par un homéomorphisme 


t ER RTS 
de I et appartiennent donc à la même classe, (/g)h= /(gh). 
_ Si «ek, nous désignerons par «’ la classe réduite de x, définie de la manière 
suivante : soit fex et s; CI les segments maximaux de I, dans lesquels / est 


constante; donc si 4,, /, appartiennent à un même 5;, on a f(¢,) = f(s) et si f est 


constante dans un intervalle s contenant un 5;, on a 5 — 6,. Soit ) une applica- 
tion continue de I sur I conservant les extrémités de I, constante en chaque a; et 


univalente dans I— | );. La fonction /'= fe" n'est constante en aucun 
i 
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intervalle de I et la classe «= /’ ne dépend que de la classe « de f; c'est a’ 
que nous appellerons la classe réduite de «. 

Dans l’ensemble E nous introduisons I’ équivalence : « et § € Esont équivalents 
si leurs classes réduites «’, 3’ coincident. Pour cette équivalence, nous désigne- 
rons encore par «’ la classe d’un élément x € Ket par E’ l’ensemble des classes «’. 
Si « = f, nous poserons encore «= Gale 

Pour un point 2 EX, nous désignerons par e,, le chemin constant e,, : 1 > a» 
aussi bien que les classes ¢,,, (é,,)’ aucune confusion n’étant à craindre, car ces 
classes ne contiennent que |’élément e.... 


Pour un élément ae’, nous désignerons par a° l’origine f(o) d’un chemin * 


fEa'et par a! la seconde extrémité f(1) de ce chemin. 

De même, pour deux éléments a, bE’, nous désignerons par ab la classe 
de «B, chaque fois que le produit af est défini pour :€ a, 6 Eb. L'élément ab ne 
dépend pas du choix de «, 8 dans les classes a, b. 


Lemue 1.2. — Pour tout aEE’, les éléments eo, e, sont des unités à gauche et à 


droite de a, donc 
60 = denn. 


En effet, si fea, les classes réduites de la classe en f et fen coincident avec 
la classe réduite de f. 

Dans l’ensemble É’, doué de la loi de multiplication (a, b) + ab, on a un 
automorphisme involutif a > & défini par : si fest un chemin de X appartenant 
à la classe a, donc f’— a, alors à est la classe /’ du chemin f(t) = f(1 —t). 
L'élément 4&Ë ne dépend pas du choix de / dans la classe a. 

Nous dirons qu’un élément a de É est réductible s’il est décomposable en un 
produit a,a,...a,4,...a, contenant au moins une paire a,, 4, d éléments se 
correspondant par l’automorphisme involutif a — 4. En supprimant dans un tel 
produit une ou plusieurs paires a,, @,, on obtient un nouveau produit qui définit 
un élément a’, que nous appellerons réduction de a. 

Dans l’espace E’ nous introduirons la relation d'équivalence : a, ae’ sont 
équivalents si l’on peut trouver une suite finie cy) = 4, ci, Cs, ..., ce, —b, telle 
que pour chaque paire d'éléments consécutifs c;, c;:, de cette suite, on puissse 
trouver des réductions c,, c,,, égales, done c = c;,, (les réductions de c; corres- 
pondant aux paires c;_4, Gi; ci, ci. n'étant pas nécessairement identiques). Cette 
relation.est évidemment réflexive et symétrique et aussi transitive, donc c’est 
une équivalence dans É. Si a est équivalent à a, et b à b,, et si le produit ab est 
défini, il en est de même du produit a,b, et l’on a ab équivalent à a,b,. En effet, 
si les suites co—= 4, ci, ..., ¢,= 4,3 dy=b, d,, ...,d,—b, donnent les équi- 
valences de a, a, et b, by, la suite cydy, c,dy, ..…, Chdos Cpdy, ..., c,d, donnera 
l’équivalence de ab et a, b,. 


Pu 
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Pour chaque a&É’ nous désignerons par d la classe de a par rapport à l’'équi- 
valence précédente, par <,, la classe de e,, &Ë/, par À la classe de @ si =a. 
Si /’=a et À — à, nous écrirons aussi À = | f}. Enfin, nous désignerons par & 
l’ensemble des classes à pour a€ EK’ et pars: E + & l'application canonique de E 
sur 6, donc a( f)={ f}, | 

Dans l'ensemble & on peut définir une multiplication pour toute paire (A, p) 
d'éléments À, p. contenant des éléments fEa-'(A), g Es '(x) pour lesquels 
le produit fg est défini. | 

Nous désignerons par 2°, À! les extrémités /(o), /(1) d’un chemin f ayant 


HE 


Lemme 1.3. — La multiplication (i, 1) hu définie pour toute paire ayant 
A‘ = y, vérifie les propriétés suivantes : 


1. SA = pt, = y, alors (Ap), A( uv) sont définis et (Au.)v = (49). 
D, LÂ— es, À À = Eye 


Ot Cala CRE à 


En effet, les propriétés 1,3 résultent des lemmes 1,2, tandis que la pro- 
priété 2 résulte du fait que l'élément /f admet la réduction eyo) et ff admet la 
réduction e1,. | 

Soit a) un point fixe de l’espace topologique X, E,, le sous-ensemble de E 
formé par les chemins f ayant l’origine f(0) en a, et A,, l’ensemble des che- 
mins f ayant les deux extrémités en x,, donc ayant f(o) = f(1) = 2. 

Désignons aussi par &,, l’ensemble des classes { f} des chemins fEE,, ou, ce 
qui revient à la même chose, le sous-ensemble de & formé par les éléments À 
ayant À°—2x,. Désignons enfin par £,,C6,, le sous-ensemble de &,,, formé 
par les éléments À ayant A'= a, et par 7,, l'application de &,, sur X définie 
par 7,,,(A) = A‘. Le lemme 3nous permet d’énoncer le 


Taéorème 1.1. — L'application z,,: &,,-> X a les propriétés suivantes : 


Gy, (0) =, est. Un groupe: 
b. On a une application t,,,: F,, >< Gx, > Sx, définissant un isomorphisme du 
groupe £,,, sur un groupe de permutations de l'ensemble &.,,, par la formule 
BE Tigh (int ee OF (UE Lx, ÀE Gr). l 


c. La relation %,,(h)=T,,(p-) (A, LE.) est équivalente à la relation : on 
| peut trouver un le”, tel que k = lu. 


> 22 L'espace topologique obtenu de l’ensemble E en considérant la topologie 
compacte-ouverte sera désigné aussi par la lettre E. 


te 
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De même, nous désignerons par & l'espace topologique quotient de l’espace 


topologique E et de l'application canonique f—{f}. Les espaces &,,, £. 


deviennent aussi des espaces topologiques, en tant que sous-espaces de &. 


Lemme 1.4. — Les applications 


aa, (In, %) lot, (lb h)=lh (465 I, HE La) 
de & dans &, {1,\ < &,, dans &,, et Py, >< {ly} > 2x, sont continues. 


Considérons en effet les schémas commutatifs 


f——_—/ 
a )¢ 


A dote NE 
a (fiat | fi. 


La flèche verticale à droite représente une application continue qui retourne 
un ensemble ouvert de & en un ensemble ouvert de E, saturé par rapport à 
l’équivalence { f} ={ g}. x 

La flèche a représente aussi une application continue, qui a de plus la pro- 
priété de retourner un ensemble ouvert saturé en un ensemble ouvert saturé 
de E. Ce dernier ensemble sera transformé par 5 en un ensemble ouvert de &. 
Donc l'application « > 47! est continue. 

La continuité des autres applications résulte aussi du fait que les applications 


(i; y= 5 


de E dans E, obtenues en fixant fou g, si fEA,,, gEE,, ou /, gEA,,, ont | 
propriété de retourner les ensembles saturés en ensembles saturés. 


Lemme 1.5. — L'application d'espaces topologiques 


Tu Gy, >X 
est continue. 


En effet, l'application f —+ f(1) de E,, sur X est continue et cette application 
se décompose en le produit des applications f > { /}, {f} > x,,({f}) et d’après 
un théorème connu sur les espaces quotient, il en résulte que *,, est continue. 

D’après le lemme 1.4, les transformations de la fibre £,, de la structure 
(Er Tu» X), définies par les éléments du groupe £,,, sont des homéomor- 
phismes de cette fibre. De même, l'application 


SVT 


a: Ly,—> Ly, (a) [Ea(?) = la; lEL,,, E68, 


de la fibre £,, en la fibre sur 7,,(%) de &,, est aussi un homéomorphisme. Si 
T.,(%) = T,,(B), l'application &;' © £, est un élément du groupe £,,. De même, si 
REF, et «€6,,, l'application LE, : {+ Ua est une application £s, où 8—4, «. 

Supposons que l’espace X est une variété topologique. Si V est un voisinage 
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de Ronistnses dans X, l’espace fibré &, admet alors une section locale sur V, 
qu’on obtient en considérant un chemin fixe de x) à un point x, € V et les 
laÿons passant par +, et contenus dans V, identifié à une boule euclidienne. 
Si « sont les classes des chemins ainsi obtenus, on a un homéomorphisme de 
VX P.,sur tr, (V)CG,,, défini par 

(x, 1) = la (reo: pe FI. 


Ces propriétés définissent un espace fibré dans le sens de Feldbau et 
Ehresmann ([12], p. 18). On a done le 


Tutorime 1.2. — Si X est une variété topologique, la structure (&.., Tx) X), 
topologisée par la méthode indiquée précédemment, est un espace fibré principal 
dans le sens de MM. Feldbau et Ehresmann. 


Le résultat s'étend aux espaces X triangulables à l’aide d’un complexe sim- 
plicial localement fini. 

Remarquons que le groupe £,,, doué de la topologie définie plus haut, n’est 
pas un groupe topologique, car l’opération groupale £,,>< £,, > £,, n’est pas 
continue. Cependant, le fait que les translations, à droite et à gauche de ce 
groupe sont des homéormorphismes, montre que la topologie de £,, est plus 
fine que la topologie d’une structure uniforme de cet espace, les entourages de 
cette structure étant les ensembles U, de £,, >< £,, définis par 


Uy= {Cif} 1s}) ree A t).8 (t)) eV, tel}, 


V étant un entourage arbitraire d’une structure uniforme de X. 


CHAPITRE II. 


LES ESPACES TOPOLOGIQUES NON-HOLONOMES, FIBRÉS SUR UN ESPACE TOPOLOGIQUE X 
ET LES CONNEXIONS DE CES ESPACES. 


Dans ce chapitre nous généraliserons la notion de connexion infinitésimale 
dans un espace fibré différentiable sur X due à M. Ch. Ehresmann, ainsi qu'un 
- théorème de M. Ehresmann concernant les connexions intégrables, d’après 
lequel ces connexions sont définies par les représentations du groupe de 
Poincaré IL, (X, x,) dans le groupe des automorphismes de la fibre. 


Démnrrion II.1. — Un espace topologique non holonome est une paire (Z, K) 
_ formée d'un ensemble Z et d'une famille K d'applications f:1— Z, vérifiant les 
ee suivantes : 


° Pour tout 3 €Z, l'application | > 2, appartient aK. 


2 f eK et st 9 est un MSA de 1 sur lui-même, fe appartient 
aussi à K. 


famille K des chemins de Z, sera désignée simplement par Z et au lieu de la locu- 
tion : « espace topologique non holonome (Z, K) », nous utiliserons simple- 
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3° Sif, gEK, le produit fg, où 
J(20), 
(fg) (4) = 


g(2t—1), 


appartient à K, pourvu que f(1) = g(0). 


Si Z est un espace topologique, la structure non holonome de Z, définie par la : 


ment l'expression : « espace topologique Z ». 

Dans le cas général, nous dirons que les éléments de K sont les chemins de Z. 

Dans l’ensemble K on peut définir les relations d'équivalence considérées "à 
dans (I, 1), au sujet de l’espace E des chemins d’un espace topologique X. Nous AA 
désignerons par {f} la classe de fEK, définie de la même manière que la 
classe { /} d’un élément fEE. Bien qu'on a désigné par le même symbole { |} 
deux fonctions différentes, définies dans des ensembles K, E distincts, aucune 
confusion n’est à craindre, car chaque fois qu’on écrira le symbole { f|, on saura 
si f est un chemin de X ou de Z. . 


Dérinition IT.2. — Nous dirons que l'espace topologique non holonome (Z, K) 
est fibré sur l’espace topologique X si l’on a donné une application p: ZX, telle 
que pe f soit un chemin de X pour tout fEK. 


_ Nous désignerons la structure définie par l’espace non holonome (Z, K) et 
par l'application p = Z -> X par le symbole (Z, K, p, X). 


Dérmimion 11.3. — Une connexion dans un espace topologique non holonome 
fibré (Z, K, p, X) est une fonction C : MK, définie dans le sous-ensemble M 
de Z>< KE, ou M={ (40, f); f:1>X, f(0) =p(%)}, satisfaisant aux conditions à 
suivantes : | te 
1° peG(a, f= f. 
a Gla, F) (y= For | 
3° Sif, geEet{f}={g}, alors {C(s,, f)}={C(s, g)}. 
4° Sif=fifr, et st 3, — C3, f1) (1), alors on a 
(1) CCS, 0) = C(J, 0) C(fr, 51). 


Tatonime 11.4. — La fonction C, définie dans l'ensemble + 


M={ (A, fi SEE, 166, 20)=/0)) | eer aes 


n 


rat 
be 


SERIE GRR 


"D dé 
. * 


Raat 


DS 
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et associant à la paire (i, f) un chemin de &,. donné par la formule 
(2) | CAS) tp) = | of}; 


+ en" . \ . 
a Pres (À) et Si. est le chemin + f(x) = f(t7), est une connexion dans 
l’espace fibré universel (Gr Ta» X, Pa) de l’espace topologique X. 


Démonstration. — C(A, f) est un chemin de l’espace topologique &,,. 
On a re CA, f)(t)=fi(1)=f(t), done re C(À, f)=/f. On a de même 
C(A, f) (0) =4(g.f.) — (9) =A. Vérifions la condition 4° de la défini- 
tion II.3. Sif=fifr, ona 


. I 
Si (att) = (fi)ae(t) ene ae? OATH 1 
J I 
tie OUPS TETE Dr 
2 op RIT 
fo (2tt —1) si Arr. eat et, 
2 2, a 


et alors, comme À = 6(®,) est la classe d’un chemin , allant de a à f,(0), 
ona 


À { (fa )or} si ONE 
COQ f) (t) = 9 (Gof) = Ac (fr) = 


1 


À {fa { (fade } si 


Comme on a aussi Ac(f, ) = C(A, f.)(1), il en résulte que le chemin C(A, f) 
de &,, est le produit des chemins C(A, f,) et C(A’, f2), où À'—€E(X, fi) (a), 
donc la formule (1) est vérifiée. 

Pour démontrer la condition 3°, remarquons que si pour /, g€E on a 
o(f)=<(g), alors on peut passer du chemin f au chemin g par un nombre : 


_ fini d’opérations des types suivants : 


_ frfoz (etx); ff" fous (LEE), 


a étant un homéomorphisme de I avec lui-même, conservant les extrémités o, 1 


et étant un chemin de X ayant l’origine en /(1) ou en f(0). 
Posons f’= fox; on a, pour 9 € ‘(X), 
C(A, f') (t) = haf); 
d’autre part, on peut écrire | 


fi) =f) = fee (tt) = fans belt), 


ou d:T—+ En est un automorphisme de I. Il en résulte qu'on a 
o(f;) cata 3( fee (t)) et.alors — 
VOA EG f)=ER fon, | 
Cs Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 3. 29 


> ere 


ya Re SU ee 
PI aes D 


~ 


eas 
Ge 


mr # 
na 
a AS AJ en 
+ 2 se et be 
Cy CE 2 


Rs de af 


À 


Ney 


ay 
+ 


7 


i a Le 
ME ey ie 


aves 


“d's 


oe, Ë 
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done les chemins @(A, f'), C(A, f) diffèrent par le choix du sooner: t, date 
(4) (EC, f)}=1e(A Sf) 

Des raisonnements analogues permettent d’établir les formules, pour 
g(0) =f) et 91(0) = f(0), 

C(A, f.gB) = CUA, ACN, BEM, 8), = EA, PU) 
C(2, 881.) =C(A, Br) E(A, HEM, f) 

qui montrent qu’on a 
(5) CA, f-88)} =A, #81 Sj =1eO™ Pi 

Les formules (4), (5) montrent que la condition 3° de la définition IT.3 est 


aussi satisfaite par la fonction € et le théorème II.1 est ainsi démontré. 


Taéorëme I1.2. — Une connexion C dans un espace non holonome fibré sur 
l’espace topologique X, de symbole (Z, K, p, X), définit un homomorphisme du 
groupe £,, sur un groupe H,. de permutations de la fibre p (x). 


En effet, application 
(6) (4, 30) +0(z, f)() [fete fx, 0 EP (a) 


de £,,>< p-'(x,) sur p-'(2, ) définit une représentation 9, du groupe £,, dans 
le groupe des permutations de l’ensemble p~'(2, ) et l’on a, pour JE £,,,, 
Cae. pe): so->C(a,f)(1) ({f}=2). 

Le groupe 9,(£,,) est le groupe d’holonomie de la connexion C et nous le 
désignerons par le symbole H,,(C) = H 

Posons pour simplifier l'écriture Y=p‘(æ,)CZ, ,=9,(1). Considérons 
dans le produit cartésien &,, >< Y, la relation d'équivalence 


(8) (Ay) (A, le (y)) (EL ay) 
et désignons par [ À, y] la classe du point (A, | y) par rapport à cette équivalence. 


Soit Z l’espace quotient de &,,XY par rapport à l’équivalence (8) et soit 
DL EX l'application donnée par 


(9) PIÀ, | = Ta (A). 
Dans l’espace Z, considérons la famille K des applications de la forme 
(10) t>[€0, A (Ora) (eel, RG) =S(0)] 


et considérons aussi la fonction C qui associe au point [A, y] de Z et au chemin f 
de X l’application SD de I dans Z. 


AT 
4 
Log 
# a 
"24 
2 À 
2 


me 
Li 


bd Dix 


a à 


es. À a 2% 
CARAMEL 


JA rat 


A 


ou 
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Tutorkme I[.3. — Le symbole (Z, K, Ps x) représente un espace topologique 


x , . ; . A » 
non holonome Jibré sur 1 espace topologique X et la fonction C est une connexion 


‘ dans (Z, K: P, X). 


La démonstration est triviale. 


Remarque. — La structure ve K, p, x) et la connexion C ne dépendent que de 
la représentation ©, du groupe £,. dans le groupe des permutations de l’ensemble 


de Di To). 


Derinirion 11.4. — Deux espaces non holonomes fibrés sur X, (Z, K, p, x), 
Ee Kp: X) sont dits tsomorphes s’il existe une application biunivoque | : 4 —> 7 
de Z sur 7 telle que P=pey et si pour tout fEK, on a V'.fEK et si pour 
tout fEK, onayofeK. 


Si C est une connexion dans (Z, K, p, X), l’ensemble des chemins 
CS, f)[f: 1+ X, s,Ep"(f(0)) CZ] constitue une famille K, CK définissant 
une structure non holonome de Z. 


Derinition II.5. — Soit C une connexion dans (Z, K, p, X) et C une connexion 
dans F7, K, P; x). On dit que les structures (Z, K, p, X, C), ies K, Pads C) sont 
tsomorphes s’il existe un isomorphisme Ÿ des espaces non holonomes (Z, K,, p, X), 


(Z, Kz, P; X) tel que, pour tout 3, EZ A Vex, LO) = pea), 
boC(Z, f) = C(h (4), f)- 


_ Tutorime I1.4. — Soit © une représentation du groupe f,, dans le groupe des 

permutations d’un ensemble Y. Il existe une structure Jibrée (Z, K, p, X) et une 
connexion C dans cette structure, telles que Y puisse être identifié à p~*( xy) et 
telles que la représentation 9, donnée par la formule (7) coincide avec la repré- 
sentation ©. La structure (Z, K, p, X, C) est unique, à un isomorphisme pres. 


D’après la remarque qui suit le théorème II.3, il suffit de montrer que la 
structure (Z, K, p, X, C) construite dans le théorème II.3 est isomorphe à la 
structure (Z, K, p, X, C), si les ensembles p"(æ,), pr'(æ,) sont équivalents 
par une correspondance (biunivoque) qui transforme le groupe d’holonomie H,,, 
de la dernière structure en l’image par 9 du groupe #... 

Soit s un point arbitraire de l’espace Z. Si f est un chemin de X, allant de 


p(s) à x, donc si f(0) = p(s), f(1) =», alors C(z, f) est un chemin de Z, 


allant de s à un point y de p-‘(a). Si l’on remplace le chemin f par un 
chemin f’, équivalent a /[o(f)=o(/")], la même construction nous conduit 
au même point y de p~'(a,)- Remplaçons maintenant le chemin f par un 
chemin f,, allant de p(s) à a, mais tel que o(f/,) 4 o(f). On obtient alors, 


done 


UV ds te ie Fo, Oo Ce, ee 4 r 
mee tea à ae OR ANT ees =e” AVES RTE ; 
/ À TR RE LR Ne re NI Ve 
+ $ RE MUC ARENN 
Kal ee 
. , 
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au lieu du point y, le point y, — (sz, fi) (1). Le point y: est en même temps 
l'extrémité (pour 4 —1) du chemin C(y, f) C(s, fi) qui coincide avec l’extré- 
mité du chemin C(y, TELE donc yi= C7, HN ON Si l’on pose A=<a(/f),. . 
M=a(f,), onal=a(ff,)=AA, EF,, et d'après la formule (7), on a 

pas lc), l= gc(l). 

On a de même A;'=/-'A~ et les deux dernières formules nous montrent 
qu'on a 

PA, yJ= [A's rs]. 

L’application ) : s>[A-*, y] ne dépend donc pas du choix du chemin /; 
c'est une application de Z sur Z, car pour tout point s=[A, y|€Z, on peut 
trouver un point 3 € Z tel que L (3) = 3; en effet, on peut prendre s = C(y, f)(1), 
où feo'(A). De plus, Ÿ est biunivoque, car le point 3 est évidemment unique. 

Supposons que le point z € Zest une fonction continue du paramètre 1€{[o, 1], 
de la forme | ae | 

(4) = C(30, fo) (4), 


où /, est un chemin de X, ayant l’origine /,(o) en pa). On peut trouver pour 
chaque ¢ le point }(3(¢)) en considérant le chemin g; défini par 


Bi Fo( fo) [fol t>fo (tt); cel], 


g, étant un chemin de X allant de a à P(2). Le point y= (a(t), 8) (1) ne 
en pas de z. On a done 


b(2(t)) = To (po( fo), y= C([a(po), y} Jo), 


Yo C(%0; fo) = C(Y (ze), fo); 


d’où il en résulte que Ÿ est un isomorphisme des structures (Z, Ke, py ss C), 
os Kz, p p, X, C). 
C. Q. F. D. 


CHAPITRE Ill. 


CAS DES VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES. 


1. Si X est une variété différentiable, de classe C!, c’est naturel de consi- 
dérer, non pas l’ensemble de tous les chemins de X, mais seulement l’ensemble 
des chemins réguliers, c’est-à-dire des chemins formés d’un nombre fini d’arcs 
ayant chacun un vecteur tangent continu non nul, (qui ne doit pas se raccorder 
continûment quand on passe d’un are à un arc contigu). On peut aussi consi- 


_dérer les produits de ces chemins avec les chemins constants. Ces chemins 


seront appelés admissibles. 


a's 
= 


SA EET Se 
7 a a À 


UP 
re OU 


ey 
se 


FRS 


es 
Pr 


a 
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Si /, g sont deux chemins réguliers de X, liés par une formule de la forme 
(1) f=ge, 
où ¢ est un homéomorphisme différentiable du segment 1=[0, r], tel que 
Lors nous dirons que les deux chemins sont équivalents si l’on a de 
plus , O0 pour tel. 


Si l'on a deux chemins /, g réguliers et si f()=g(0), leur produit fg sera 
aussi un chemin régulier et si h est un troisiéme chemin régulier de X ayant 
h(o) = g(1), les chemins réguliers (/g)h, f( gh) sont équivalents. 

Considérons encore les mo 


(2) JT er f, fr fer 


qui lient un chemin / au produit de ce chemin avec les chemins constants 
correspondant aux extrémités de f. Et considérons enfin les relations 


(3) : TRADE AT fe 


liant le chemin / aux chemins hA.f, f.kk, h étant un chemin régulier ayant 


l’origine en f(o) et # ayant l’origine en f(1). 
Les relations (1), (2) et (3) engendrent une équivalence dans l’ensemble E 


des chemins admissibles de la variété X. Nous désignerons cette équivalence 


par le signe et les classes d'équivalence des chemins f par { /}. 

L'espace &,, des classes d'équivalence des chemins réguliers ayant l’origine 

en un point fixe a, de X admet une application x,,—{/}—> f(1) sur X et un 
groupe #., d'automorphismes 
(37) Rent 
g étant un chemin régulier, fermé en 2, de X. 
_ On a pour cet espace un théorème analogue au théorème I. 1. Comme nous 
l'avons fait dans le chapitre II, nous identifierons l’ensemble £,,, des classes des 
chemins fermés en x, avec le groupe des transformations (3’), qui est une 
représentation biunivoque de £,,,. 

De plus, on a des théorèmes analogues aux ot du chapitre II, qu'on 


obtient en remplaçant la notion de connexion définie dans ce chapitre par la 
notion suivante : On appelle connexion admussible, dans un espace non holo- 


nome fibré (Z, K, p, X), une fonction C:E'—K, satisfaisant aux conditions 1°, 


3°, 4° de la définition II.3, où l’on remplace la relation o( f)=o(¢’) 
par fre: 


2. Soit ds? une métrique riemannienne positivement définie de la variété 


_ différentiable X. Si f, g sont deux chemins réguliers de X, ayant l’origine 
en æ,, On peut trouver une homotopie régulière à origine fixe liant le chemin f 
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au chemin g. On peut donc trouver une application continue k de I >< I dans Oy 
définissant une surface |/| dans X, formée d’un nombre fini de surfaces dont 
chacune possède des vecteurs tangents a fe continus et satisfaisant aux 
conditions 

(4) h(s,0) Say) Alo; = fit), A) 


On peut par exemple considérer la fonction 


| Au 200 si 0LS LE 
(5) LISTE 
g((2s —1)6) si 552i. 


Pour chaque fonction / on peut considérer le nombre positif 


(6) o(h) =a(h) + lh), 


où o(/) est l’aire de la surface définie par À dans X et /(/) est la longueur du 
chemin s->/(s, 1) parcouru par l’extrémité mobile du chemin f pendant la 
déformation de ce chemin dans le chemin g. Pour la fonction (5), le nombre 
o(k) est égal à la somme des longueurs des chemins /, g. Désignons par e(/, g 
la borne inférieure de l’ensemble des nombres (6) correspondant à toutes les 
déformations admissibles de f en g, donc 


(7) o(f, Ce En ld) [AS 0)= aq; h (0, t= f( 2), AE, ty= g(t) 


La fonction p(f, g) est un écart dans &,,, car si fi, fo, fs sont trois éléments 
de &,, et si , est une homotopie admissible de /, et f, et si , est une homo- 
topie admissible de /:, fs, la fonction 


hy (28, ©), oes =. 
RSS | 
h,(2s—1, 0), 


sera une homotopie de /, et /; et l’on aura 


PCA) = plu) + (he): 
donc on a 


(fis fa) Leu) + p(k) 
quelles que soient les homotopies /,, A, et il en résulte 
PO fs) <0 (fi fe) + Po a). 


, ’ “7+ “ 
L'écart 9 n’est pas une distance, car pour deux chemins équivalents farots 
on à o(/i, fa) = 0. Cela est évident pour deux chemins liés par l’une des 
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relations (1), (2), (3) et il en résulte pour deux chemins équivalents par 
l’équivalence engendrée par ces relations. 


Lee III. 1. St frof’, g~g', ona 


PS s)=e(s"', 8"). 
Kn effet, on a 


POP SD EPS) +h) + 0(6 8) =0(h es) 
et d’une manière symétrique, 
POS 8) <p(f, 8’). 
LEMME [IT .2. — Si le chemin g est fermé, on a 
PS 8h.) =e (fr, fr). 


En effet, si 2 est une homotopie liant /, et f2, la fonction 


5 I 
£2(2t) si CS D SET, 


h'(s, t) == 


RENE OZ SZ 


h(s, 2t —1) ae 
2 


est une déformation de gf, et gf, et l’on a 5(k)— 0(h’) donc 


P(&fir &f2) = P( fr, fe). 
On a de même ; 
P(J fo) =0(8 8h, B-Bfe) Lo(gfir8f:). 


L'écart o définit par projection, suivant l’application canonique a’: H’> &’, 
un écart-o dans &’, qu’on obtient en posant 


Uae OC) een ea ity PT |. 


L'écart o définit dans l’espace &,, une structure uniforme, ayant pour base 
du filtre d’entourages les ensembles 


Ve {(u, 9) €6%, x Eh; p(u, 0) <e} 


et cette structure uniforme définit à son tour une topologie dans &,,. Le 
lemme 2 montre que les transformations du groupe £,, conservent ces entou- 
rages, done £,, est un groupe d’automorphismes de l’espace uniforme &,,. On 
peut définir une topologie dans £,, et transformer ce groupe en groupe continu 
de transformations de l’espace topologique &,,. Considérons à cet effet l'écart p, 
défini dans l’ensemble des chemins de X fermés en x, et déformables à ce 
_ point par la formule (7), où l’on suppose de plus qu'on a h(s, 1) =a. L'écart 99, 
définit par projection sur £,, un écart p, et l’on a le 
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+" 2! : 0 ; 
Lemme III.3. — St 21, 82 EL, Ct li, U2 EG,,, ON A | 
(8) P(S1 U1, S22) — Po(8 1, Se) + P(U, Ur), 


/ 
©". étant le sous-groupe invariant de £&,, formé par les classes des chemins 


homotopes à 0. 


Soit en effet À, une homotopie admissible liant deux chemins appartenant 
aux classes g,, 2, et soit A une’ homotopie admissible liant deux chemins 
appartenant aux classes w,, ,. La fonction ° 


I 
[nelsa: | edn cae 
x SKS ty ES 


[nes een, PA PA NP +1 


Ce 


définit une homotopie qui lie deux chemins des classes 211, gau, et l'on a 


p(A) = p(ho) + P(A), 
donc 
P(Lits, Lits) < Po(81, 82) + P( Us, Wa). 


La formule (8) montre que si l’on considère dans le groupe £,, la topologie 
ayant pour systéme fondamental des voisinages en un point cel, l’ensemble 
des sphères V;={ g’E£L,; 00(9'8', tn) <e}, alors £’, devient un groupe 
topologique et l’on ale | : D 


Tutorime IL. 1. — Le groupe topologique ., considéré comme groupe d’auto- 
morphismes de l’espace topologique &,,,, est un groupe continu de transformations. 

Remarquons que la topologie induite par la topologie de l’espace uniforme &.. 
dans le sous-espace £,, est moins fine que la topologie définie dans #!, _ par 
l'écart po, car pour gi, 2€EL,,CG,, ona 


P (81, Le) = Po(81, Le). 


3. Supposons la variété X de classe C?. 

Soit (Z, p, X) une variété différentiable de classe C?, fibrée sur X, la projec- 
tion p:Z—+X étant de classe C?, et de rang égal à la dimension de X, en 
chaque point de Z. 

Soit { U, } un recouvrement de X par un système de voisinages de FRA à 
nées et soit { V,} un recouvrement analogue pour ‘la variété Y=p-!(x;). 
Sia, ...,æ" sont des coordonnées dans un voisinage U, et BS EU ye BONE 
des coordonnées dans un voisinage V,, on obtient un système de coordonnées 
dans p~'(U,) en considérant une application isomorphe ¥,, de U, >< V, dans 
p'(U,) et en associant à chaque point 3 de La(U, X V,) les coordonnées 
x, ..., 0", y", ..., y" du point (a, y)—=%;;(z). On a dans ce cas P(EY =D 


-_ 


i sr i ate Mn NP, bt ties 0 "RACONTENT 
ANSE DES RENE AS SPOT 


ÊTES 


ai 


DOS 
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Not Hess qu'on a une connexion infinitésimale dans Yor (Us >< V,) si l’on a : 


un système de m fonctions T/(æx, y, dx), homogènes du premier degré en les 


variables dx, ..., dx". Le systéme des Chine I’ définit une connexion 
admissible Ds LUS à l’aide des formules 
(9) dyi=Vi(x, y, dz)  (j=1,..., m), 


qui permettent d'associer à chaque chemin admissible 
(9) | wi = g(t) 


de x et à chaque point z, de la fibre p-‘(o(0)), un chemin de hs LD NO 
obtenu en intégrant le système différentiel 


GY. Shs dx 
sto) | Please) 


Nous dirons qu’on a une connexion infinitésimale dans la variété fibrée Z si 
l’on a associé à chaque paire d'indices (a, A) un système de la forme (9), de 
manière que les connexions obtenues dans deux voisinages (U,V, 
Las (Us >< V,) coincident dans la partie commune de ces voisinages. 

Si le chemin (9/) est un parallélogramme infinitésimal, ayant l’origine en un 
point a = (æ') et les côtés dx’, dx’, le point y, solution du système (10), décrira 
un are ayant pour extrémités le point 3,€p ‘(æ)et un point 3€p-'(x) dont 
les coordonnées y’ different de celles de z, par les quantités 


; 5 
as) Phy es ne dx) peat Pie y ©) ae ; 

: OI’ (x, y, dx) 3 OZ. y. 07) 

+I (a2, y, dae) ee —*(a, y, Dean T0 OR ’ 


cos faite des termes du troisième ordre en da’ et cx’. Si l’on suppose 
que TV et donc a sont des fonctions linéaires homogènes en dz’, on peut 
encore écrire la formule (11) sous la forme 

. T7 , dx dat — dx da! 

a=Y CNE eee STE, 7, wh), 


i k 


Gr). 


‘ < RON 2 NES T/ F ; 
où l’on a désigné par I’; les dérivées om et par w* le vecteur de composantes, 
ut M(2, J) pi), 
vi étant le vecteur de composantes 
teur) eu = def da! — da! dxf CEapeeinete. Tt). 


Si l’on introduit dans U, un système de » formes de Pfaff, ds‘ — 1; (x) de 


telles que © 
ds? = (ds')?+-...-+ (ds”)? 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 3. 28 


t 
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et si l’on pose 0s*= 0x, Ti(æ, y; dx) = Ai(x, y, ds), on peut écrire la 
2e formule précédente, 


; RER 1 UN TRS OAi (ax, y, nt) 
(27 by! =) ast Dion 
i k 
ou 
Li (ds! ds'— ds’ ds!, ds? ds'— ds‘ ds?, ..., ds” st — ds! ds") 
et 
ne, EU De TE) Ne En ; 
. sont n + m vecteurs tangents AXE IS MN RES RO RE : 


Nous dirons que la connexion C est ira si c’est une connexion définie 
dans un espace fibré vectoriel, donnée par des équations (9) dont les coeffi- 
cients L/(+, y, dx) sont des fonctions linéaires et homogènes des y/ et des dx, 


£52") T'(x, y, dx) = A{(x, dx) y', Ai (a, dx) =T},(æ) dzi= Ai, (a) dsi. 


Ps | Dans ce cas, les formules (12), (11') deviennent 

TAN iret dAL (x1 0) | de OAL (x, 6 

a (12”) Ay SR SOE (a, ul) aoe PAR +2" (æ) A4 ee. a 
La + Lu Pm! l 3 i 


ahr ¢ étant le vecteur de composantes (11” ). 
, Nous démontrerons le théorème suivant : 


Tutorime IIL.2. — Supposons la variété Z compacte, douée d’une connexion 
infinitéstmale dont le groupe d’holonomie M, conserve une métrique finslérienne. 
| ? . si >! 
Dans ce cas, Vhomomorphisme canonique du groupe £&., sur le groupe H,,, est 
continu, H,, étant considéré comme groupe continu de transformations de l’espace 
métrique Y = p (0), donc doué de la topologie de la convergence uniforme. 


Démonstration. — Soit ds l'élément d’are de l’espace de Riemann X et dési- 

OAM (ax, y, 8)| 
ay! 

quand le point y reste dans un domaine V; ayant la rise VA 


gnons par M, x une borne supérieure des fonctions | A/(æ, y E)|, 
OA/ (x, y, €) 
os! 
compacte et contenue dans V, et quand le point (a, &) varie dans l’espace 
fibré 0, des vecteurs €, tangents à X en les points æ d’un domaine U, ayant la 
ÈS fermeture U,, compacte et contenue dans U,, les vecteurs £ ayant de plus les 
longueurs au plus égales a 1. 
Nous désignerons par do l'aire du parallélogramme formé avec les 
vecteurs ds‘, os’, 


do? ay) (ds? ds/ — ds/ dsi}?. 3 | À nt 
| | | i<j : hey ; : Bs 
On a alors ds‘ ds/— ds/ds' do et les vecteurs & ont leurs longueurs au plus 
égales à do. RE TANEE 
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; ti 
S : , D ; 
Donc les vecteurs FE ont des longueurs ma]orees par I et l’on a dans V5, ES ee 


C4 “as | . bi 
|\Ti(a, y, E)|=|Pi(2, y; =) do 2M, ) da 


et alors la longueur du vecteur 1" est au plus égale a 


VrMa: dc. 
La formule (12) donne 


[AY | Kando (Ka,=7My3-+ mVnMi)). 


On peut couvrir la variété compacte Z par un nombre fini de voisinages de la 
forme Y.,(U, x V;). Désignons par W,, ..., W, ces voisinages et soit K le plus 
grand des nombres K,,; correspondants. Soit 


do Bex a Ny dy) 


l'élément d’arc de l’espace de Finsler Y,= p~'(x)(a€U,) dans le voisinage 
Via Va,.({ x} x V,). La distance entre les points 3), 3 obtenus l’un de l’autre 
‘en parcourant le parallélogramme ayant les côtés ds‘, ds‘ sera 


das Fr 7, Ay) ZK Ly pac KL, do; 


où l’on a désigné par L,,, la borne supérieure de la fonction F,,, sur le produit 
_cartésien du domaine U, avec l’espace fibré, des vecteurs tangents aux fibres Y,, 
en les points du domaine ,,,(U, >< V;) et ayant les longueurs plus petites ou 
égales à 1. Si l’on désigne par L le plus grand des nombres L,,,, correspondants 
aux voisinages W,,..., W,, on a la formule 


(5) dw KL do. 


Cela étant, considérons un point z, de la fibre Y=p~‘(a,) et un élément / 
du groupe £,, et soit fun chemin de la classe /. Supposons qu’on peut déformer 
ce chemin au point x, par une homotopie / ayant une aire o(/) plus petite 
qu'un certain nombre positif e. Divisons le rectangle I><I en un nombre de 
carrés gi, - - > Qr, tels que chacun des ensembles A(q;) soit contenu dans l’un 
des voisinages W,, ..., W,. Supposons que les carrés g; sont définis par des 
parallèles aux côtés du rectangle I XI et associons à chaque carré g; un che- 
min J; allant du point (o, o) à un sommet a; de g;, de manière que la frontière ¢ 


de I x I soit un chemin équivalent au produit des chemins. 
Loi (= 152) 7); 


1 


OF étant la frontière de g;. Dans l’image de h, le chemin o—=lol. : Lot. est 
‘équivalent à f et l’on aura 


(131) = file dr frhr ot M=hok, f= hog. 
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Désignons par 3, la seconde extrémité du chemin de Z, ayant l’origine en Zo 
ets Éebant en relevant (à l’aide de la connexion infinitésimale de 1), le che- 


min A, f; A. Soit 3, le point obtenu de la méme maniére en considérant le 
point z, et le chemin À, fs hy et Hola en général par z; le point obtenu : avec 


le point z,_, et avec le chemin 4;fi À: avec le point z,_, etavec le chemin A,.f, iy 
on obtiendra le point z,= 3. 
La distance entre les points 3,_,, 3, est égale à la distance entre les points 3;_,, 
3; qu’on obtient en relevant le chemin A; en partant succcessivement du point 3;_; 
et du point z;. Or le point z, s’obtient du point z,_, en relevant le chemin 9; et 
en partant du point z;_,. Donc la distance entre les points 3;_1, 3; est majorée par 


| Zi, 514 |ZKL do;, 


dz; étant l’aire de la surface h;=h| q;. Il en résulte que la distance du point 3, au 
point z qu'on obtient en partant du point z, et en relevant le chemin f, est 


majorée par la somme KL ido’. On a donc 


= 


(LES LEO | 30, 4¢(4)) | Z KL p(h) etalors | 30, /c(5)| ZKLpo(ez,, L). 


D'autre part, on obtient un système fondamental de voisinages de l'unité du 
groupe H,, en considérant les ensembles H. formés par les transformations T EH, 


telles que 
| 3, T(s) [< € 


pour tout 3€ Y. On voit de la formule (14) que l’image inverse du voisinage H., 
par l’homomorphisme canonique du groupe £, sur H,,, contient le voisinage 
de l'unité ¢,, du groupe £,,, formé par les points ayant un écart a €,, plus Pat 


que RL : L'homomorphisme canonique de £,, sur H,, est done continu. 


fe F. D. 


SM Considérons l’ensemble des connexions infinitésimales linéaires C, qu on 


peut définir sur toutes les variétés fibrées vectorielles sur X. On obtient alors 
une famille de paires (H,, 9,), où H, est un groupe de transformations linéaires 
et 9, est un homomorphisme (algébrique) du groupe £., sur le groupe H,. Soit T 
la topologie la plus faible de l’espace #,, pour laquelle tous les homomor- 


phismes 9, : £,, > H, sont des applications continues; le groupe H, étant consi- 


déré avec la topologie dans laquelle les ensembles d’une base du filtre des voi- 
sinages de l’unité de H, sont donnés par d¢.= | (a/); |a/ — 3) |<}; (af) et (8/) 
étant les matrices qui définissent un élément A et l'unité du groupe 4 dans 


une base de l’espace vectoriel Y = cat oi ar 
Considérons un recouvrement { U, } de la variété X par une famille de voisi- | 
nages de coordonnées homéomorphes à l’espace euclidien E", contenant le 


4 . à « ‘ i . BL ts 
eh À ” D eae 
LU iy ‘ \ « | .. 7 2 | = Slides gel 


f 


> 


SAR QIAN 


ny 


> 


on wy aK 


oe 


Ti + ‘ 


GENERALISATION DU GROUPE FONDAMENTAL. 215 


ia 


point x, et ayant chacun une fermeture U, compacte et contenue dans un voisi- 
sinage de coordonnées U, - Désignons par £,,, le sous-ensemble de l’ensemble £,, 
formé par les classes { f} qui contiennent au moins un chemin admissible de x. 
contenu dans le domaine U, et ayant la longueur plus petite que /; nous sup- 
posons que l'est un entier positif. 

Dans l’ensemble 8,1 nous définirons une topologie définie par un écart. Pour 
deux classes {fy}, {f1}€£41 considérons deux chemins fy, fi et supposons 
qu'il existe une homotopie admissible h : I >< 1 U, ayant les propriétés 


(5) ho, = Alt), AG D=A(t),  h(s, 0) = Als, 1) =a, 
et telle que chacun des chemins | 
(16) Ast th es t) 


ait une longueur plus petite que /. Nous désignerons par 0/( fy, fi) la borne infé- 
rieure des aires des images des homotopies satisfaisant 4 ces conditions. Le 
nombre e(f,, f1) ne dépend pas du choix des représentants f,, f, choisis dans 
les classes { f,}, {fi} et l’on peut le considérer comme une fonction de! fo} 
et | 1}. Désignons par 0’({ fo}, { fi }) cette fonction. 

1 existence de l’homotopie A définit une relation d’équivalence dans 
l'ensemble £,, et dans chacune des classes définies par cette équivalence, 
la fonction 9’ est un écart qui définit une topologie. L'ensemble £,,, considéré 


_avec la somme de ces topologies sera appelé : l'espace topologique £, . 


Soit 
lat? FalCL 


application d’inclusion de l’espace topologique £,,; dans le sous-ensemble 


Fe CF 8,1 de l’ensemble £,,,. Nous désignerons par T’ la plus fine des topo- 
a, À 


logies de £ qui rendent simultanément continues toutes les applications tg,» Un 
sous-ensemble D de £ sera donc ouvert dans la RARE T’ si et seulement si 
tous les ensembles 7;*,(D) sont ouverts. 


Lemme III.4. — La topologie T' est plus fine que la topologie induite par T dans 
le sous-ensemble £ de £,,,. | 


Démonstration. — Il faut montrer que si l’espace £ est doué de la topologie T', 
alors l'application composée oc tar! Par > H,, est continue, quelle que soit la 
connexion infinitésimale linéaire (homogène) C, dans n'importe quel espace 
fibré vectoriel (Z, p, X), différentiable de classe C?. Il suffit donc de montrer 
que si Ie, .= gy dC. est un voisinage d'un élément g,=— o,(t)) du groupe H,,, 
alors tz',09 '(d,, .) est un voisinage de ts dans chacun des espaces £,,, qui 
contiennent t,. On doit donc trouver pour chaque indice (x, 2) un nombre posi- 
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tif mare, tel que 9o(t)€a,,. pour tout te £., ayant l’écart p’ à t, plus petit 
que a,1,e, donc tel que 2 | 
Par (t; to) <= No, le: 


Soit U, un domaine de coordonnées de X contenant le point x et soit 
(a, ..., 2”) un système de coordonnées admissibles dans U,; soit de plus U, un 
domaine de X ayant la fermeture U, compacte et contenue dans U,. 

Soit /, un chemin de U,, fermé en a, et désignons par F4, la composante 
connexe de l’espace topologique £,:, qui contient le point t.—{f,}. Soit 
encore t un point de cette composante, f un chemin de la classe t et A une 
homotopie admissible liant les chemins f,, /, vérifiant les conditions (15) et 
telle que les longueurs des chemins (16) soient inférieures à /. Nous allons 
donner une évaluation des différences | a/ — ¢/ | formées avec les coefficients de 
la matrice 


(a4) =gc(t.tst) =¢e(t) eo — [So= Pe (to) ]- 


Remplacons à cet effet le chemin t.t;' par un produit de la forme (13’). Si 
l’on désigne par y, un point de la fibre Y et par y, le point de cette fibre qu'on 
obtient en relevant le chemin 


(17) Vos FOR EN PCT CN 
en partant du point yo, on aura les relations de récurrence 
J p+1 — CA ( Apa À fn+ À {Apes } ) (Yp) 
qui donneront des relations de la forme 
(18) wise eo + (Ayp)/ + ah yt, Ap +45 
ds,,, étant l'aire du parallélogramme h(q,.1), où £/ sont des quantités qui 
tendent vers zéro avec do,,, et où Ay, est la partie principale de l'accroissement 
subi par le vecteur y, quand on transporte ce vecteur le long du chemin 


Apr fpra ma. Calculons cet accroissement. Le transport de y, le long du 
chemin À,,, donne au sommet Lyri = h(a,,,) le vecteur de composantes 


(19) FLE Aly 


P pe . , . . A . , . 
ou A —(4;) est la matrice qu'on obtient en intégrant le système différentiel 


p+1 p+1 : 
(20) dA _ Ars 
dice Bex 


x LH. pe pri, “Nef on ta P 3 ; 
avec les conditions initiales A/—=6/, A étant la matrice des A/(a, dx), où l’on 
a remplacé les x’ par les fonctions qui définissent le chemin À,,1. 

On peut écrire symboliquement les équations (19) sous la forme 


p+ 


Y¥p=AYp. 


7° 


L 


CLASS 


REA DENS 


NED 


CORED 
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Le TERRA du vecteur y, le long du chemin /,,, donne un vecteur de la 
fibre Y,,.,,, ayant la forme 


rl 2% A pr =5 DES 
Vp Jp AYp=Yp+ R Yp do p41 + E Yp do +1, 
p+1 Un | 
J 
R ) étant la matrice calculée en x,,, et déduite des formules (12") et 
étant une matrice dont les éléments tendent vers zéro avec dc,,,. On a donc 


P+1 p+1 


de p+ 


et le transport du vecteur vs le long du chemin à donnera le vecteur 


(21) YpH1— CA ‘a Yp=Y pt (Ger CR ae 2) À ) Y¥p AS py +1 
appartenant à la fibre Y = p~*(a,). 

Désignons par r, une borne supérieure des coefficients R/, définis dans 
l’espace compact des facettes planes, tangentes à X en les points de U, et ayant 
l'aire égale 41. Désignons par A, une borne supérieure des coefficients A/ définis 
dans l’espace compact des vecteurs unitaires tangents à X en les points de 
l’ensemble compact Uj. 

Désignons par s l’arc du chemin A,,., calculé en partant du point +, et écri- 
vons l'équation (20) sous la forme 


Ties eA er 
[ vA, AL prt 
ie A (2 Z.) A. 


En appliquant à cette équation la méthode des approximations successives, 
p+1 1 


: ae 2 priya ES 
on trouve que les éléments À, À; des matrices A, (A) ont les modules 
majorés par 


di + ~ (eur —1) -(m=dimyY). 


Il en résulte, en utilisant la formule (21), que les éléments F de la matrice 
122 Qc(} À UNE ee) Re F) sont majorés par le nombre 
d,+(s + ra) Axl” dopa, 
e’ étant la plus grande des valeurs absolues des nombres ef. Si l’on désigne 
par U la matrice ayant tous les éléments ous 41 et par E la matrice unité, il 


en résulte que les éléments de la matrice F ont les valeurs absolues majorées 


par les éléments de la matrice 


exp((£' De rx) era, CLR Li: 


4 1 2 r 
donc les éléments de la matrices F’=FF...F sont majorés en valeurs absolues 
par les éléments correspondants de la matrice 


exp((e'+ ra) ea p(A) U), 


ft 
i. 


il suffit de montrer que ynteg,(D, ) est un ensemble ouvert de £,, < £',. Or, | 


et du fait que 9, et pu, et aussi 9, >< ¢, sont des applications continues. Un 
raisonnement analogue | montre que l'application t > t-* de £'. sur lui-même 
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p(k) = lim(ds,+ +... a étant l’aire de l’image de h. Cette majoration étant 
vraie quelle que soit l'homotopie À et la décomposition (13’)de cette homotopie, — | 
il en résulte que les valeurs absolues des éléments de la matrice F’ sont majorées a 
par les éléments correspondants de la matrice ; | : ae 


CAP (ra emo! (to, LU) = E+ ky U, 


ka = LA (erm ermlag, 07,,1(to; t) Æ 1): 
m 


Il en résulte que si l’on choisit le nombre Na, ne égal à 


*. log(1+-me) wht 7 es 
Na,l,e = MTa one ? 


alors c on aura ®c(t) El... pour toutte &,,, ayant l'écart àt, plus petit que VERRE 


donc ayant. | 
p'(t, to) < als. | ie 


Ce résultat montre que l’application ge, 1 : £,,, > H,, est continue; LES 
CFO EUR 


Lemme III.5. — La topologie T transforme le groupe f,,en groupe topologique. 


En effet, les ensembles de la forme 9, "(D,), où D, est un ensemble ouvert du |, 
groupe topologique H,, forment une sous-base pour la topologie T. Pour 
démontrer la continuité de l'application de Pur groupal | 


Bi Le, X Pen 


cela résulte du fait qu’on a Prop Bie (9.><,), yu étant l’application de 
produit groupal dans H,, © es Mg 


be: H,xH, > H,, 


est aussi continue. Donc £’., doué de la topologie T, est un groupe topologique. 
Cy 0. EC DATE 


‘ 


THÉORÈME D’AMBROSE ET SINGER. — L'algèbre de Lie du Au d ‘BBLORÈMES + est : 
CURE par les éléments | PA | aa 


(22) | AR (x, dx, dx) A, 


HP, ex) étant la transformation qui indique comment se transforment les ET 
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>” 


_ simal construit sur les vecteurs x + dx, x-+-da; et À étant la matrice qu’on 


obtient en intégrant le système différentiel 
(23) : ae a) 
le long d’un chemin de X allant de x, à x. 


Démonstration. — Supposons possible le cas contraire, où les éléments (22) 
appartiennent à une sous-algèbre Q de l’algèbre de Lie P du groupe H,,. Q est 
alors un idéal de l'algèbre P, étant un invariant du groupe adjoint linéaire du 
groupe H,,,. Soit (Q,, ..., Q,) une base de l’algébre Q et complétons cette base 
à une base de P, en ajoutant les éléments K,, ..., K.. 

Soit & l’espace des endomorphismes de l’espace vectoriel Y= p~‘(a,). On 
peut identifier & à l’espace des matrices d’ordre égal à dim Y. L'application a 
du groupe H,, dans le groupe des automorphismes de &, donnée par 


(23) S+>S¢ (SeEH,,), Sa: &G>StS (GES) 


définit un espace fibré différentiable (E, x, X), ayant & pour fibre. La même 
application définit dans cette espace fibré, d’aprés le théoréme II, une connexion 
dans cet espace. Cette connexion est définie, comme on peut s’assurer immé- 
diatement, par les équations 


(24) dü—|A(x, dx), 6] = A(z, dx)6 — GA(x, dz); 


choisissons une base dans l’espace vectoriel Y et transportons cette base, le 


long d’une famille & de chemins admissibles de X ayant l’origine en a, à l’aide 
de la connexion de (Z, p, X). Nous supposerons que la famille considérée a la 
propriété que par chaque point d’un voisinage ouvert U de x, il passe une courbe 
de la famille et une seule. On obtient alors un système de coordonnées dans 


_p-*(U), ayant la propriété que les matrices A(æ, da) appartiennent à l'algèbre 


de Lie P de Hx, pour chaque point aU. Ona donc des formules de la forme 
25), | Ate, da) = g' (#, dx) Qi-+ k* (x, dx) Ky. 


Considérons la variation AG subie par l'élément GES quand on parcourt le 
parallélogramme construit sur les vecteurs æ + dx, x + oa; la formule (24) 
donne 
(26) AG—{0A(x, dr) —dA(a, dx) +[A(a, dx), A(æ, dx)], 8]. 


D'autre part, de la formule (25) on déduit, en tenant compte que l'algèbre Q 
est un idéal de P, | 
dA (x, dx) — dA(zx, dx) +[A(x, dx), A(a, dz) | 
_—{0gi(æ, dx) — dqi(x, dx) + C4 q(x, dæ)qi(æ, dx) f 
chal gi (a, dx) k*(a, 62) — gi (ay oxykK*(a, de) Cag h* (ax, dx) k® (a, dx) }\.Q; 
42 | Ok* (x, da) — dk* (x, da) + ca kB (a, da) kt (x, da) } Ka, : 
Ann. Ec. Norm., (3), UXXVII. — Fasc. 3. ae) 29 
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c“., étant les constantes de structure de l'algèbre P, relativement à la base 


(Oise OKI een le premier membre de l'équation précédente 
Or par l hypothos faite, à l’algèbre Q. On a donc les formules 


(27) 0k* (x, dx) — dk* (a, dx) + 03, k8 (a, dx) kt (a, 07) =0. 


Considérons la représentation n de H,, dans l’espace &’ des classes de transi- 
tivité du groupe 4 qui opère dans & et est formé par les transformations (23), 
S parcourant le groupe connexe J¢(Q) correspondant à la sous-algèbre Q de P. 
Si l’on désigne par {8} la classe de transitivité du groupe 4€ contenant l’élé- 
ment & de &, la représentation n sera définie par la formule n : V > V" Ve Hi), 


Vi étant l'application 
Vi: {SG} {VSV-) 


et le noyau de la représentation n sera le groupe 3¢(Q). La représentation 
composée no®:£,, > de définit, d'après l’analogue différentiable du théo- 
rème II.4 un espace (Z, p, X), fibré sur X, ayant 6’ pour fibre, et une 
connexion C dans cet espace fibré, ayant le groupe d’holonomie isomorphe au 


groupe dc. L’espace fibré (Z, p, X) est l’espace quotient de (E, x, X) et de 
l’équivalence définie par eve’, e’ étant le point de-E qu’on obtient en relevant, 
à partir dee, un chemin admissible de X, fermé en a, appartenant à une classe 
contenue dans le noyau de yo9,. L’application ee’ étant différentiable de 
classe C2, il en résulte que (Z, p, X) est un espace fibré différentiable. 

On peut obtenir facilement la connexion C qui est une connexion infinitési- 
male. En effet, désignons par {| A,} un système de N= (dimY)? — dimQ fonc- 
tions admissibles définies dans un domaine de l’espace &, invariantes par le 
groupe & et telles que l’application &—+ {2,(%)|, SES de & dans R' soit de 
rang égal à N. On peut alors considérer les fonctions À, comme des coordonnées 
dans un voisinage de l’espace &’. Si l'on transporte par « parallélisme » le 
système de coordonnées { À, }, le long des chemins de la famille #, on obtient 
un système de coordonnées dans chaque fibre p~'(a), avec æeU dépendant 
continüment du point æ. La connexion sera alors définie par des formules de la 
forme 


(28) ds = Kk*( x, dr)D:5 (À), 


®,,(A) étant les fonctions des À qu'on obtient de la formule 


(29) | = ay (Kir Tf os RT ROK ICL a 


6 =(T/)E6 étant un ‘Slémant dont la classe {Gla les coordonnées égales à A,. 
On a, en effet 
; Ohe 
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et le premier terme du dernier membre s’annule, car les fonctions À; sont 


invariantes par rapport au groupe d¢. De plus, le coefficient de &* du second 
terme doit être une fonction des À, car les di, doivent être déterminées, dès 
qu'on connaît le vecteur x + dx et le point {8}, done EN 

Des formules (27) et (28), on déduit que la variation AA, de À, correspondant 
au parallélogramme construit sur les vecteurs æ + dx, æ + dx, est donnée par 
la formule | 


0%, ID 6, 
Mo = (Fez pe — DD, — cla Oye )A2(w, dx) MF, à). 


Or la parenthèse s’annule identiquement, car les formules (28) définissent 
les transformations infinitésimales d’un groupe de Lie ayant pour constantes de 
structure les quantités c{,. On a donc 


AA 0: 


Il en résulte que le groupe d’holonomie de la connexion C est un groupe 
discret, donc le groupe 3¢(Q) coïncide avec la composante connexe de l’unité 
dans le groupe H,,, et alors l'algèbre de Lie Q de 3¢(Q) coïncide avec P. 

C0 ere De 


Taéorëme IIL.3. — Pour toute connexion infinitésimale linéaire C, l'application 
canonique 9, : £.,, > H,, est ouverte. 

En effet, nous devons montrer que l’image ¢, d’un voisinage & de l'unité €, 
de £,, est un voisinage de l’unité du groupe H,,. D’après le lemme IIT.4, le 
voisinage & contient un voisinage CU de €,, dans la topologie T’ de £. Il suffit 


donc de montrer que #.(@') est un voisinage de l’unité du groupe H,,,. 


D’après le théorème d’Ambrose et Singer, on peut trouver un nombre fini 
éléments de la forme (22), qui engendrent l'algèbre de Lie P du groupe H,,,. 
Soient P,, ..., P, ces éléments. Chacun de ces éléments P; est associé à une 
facette plane (xj), daj;, 6a%;)), tangente à X en un point a, de X, et a un 
chemin f; liant les points 2, a). On peut construire pour chaque P; une 
application admissible 


hy 1XI1>X, ha (0, 29 = (Cfo fin) (4), Fa (8, 02) = hea (s, 1) = 205 


1 
hi) (s Je Ti) 


« a + à a 
dont l’image soit tangente en 2, à la facette (x, da, 0m). 


L’algèbre P étant engendrée par les éléments P,, ..., P,, on peut trouver 
une base de P formée par un nombre fini de produits (finis) des éléments P;. 
Soient (IL, IL, ..., IT) la base ainsi obtenue (r= dim P). 
~ Nous allons associer à chaque produit (dans l'algèbre P) I d'éléments Py, ..., P, 
une application AÏ:I XI — X définissant une déformation continue d’un che- 
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mae fermé en 2, à un chemin équivalent au chemin constant e,,: 12). Si om 

==[P,, P; ih nous poserons AH(s, 2) =A (2), où tl) Ce MERS 

HET RON hj ys (hi AU 


où nous désignerons en général par À, le chemin associé à l’homotopie h et au 
pe: point sel et défini par la formule 
ke Ty he tas ES). 
En général, si I1==[II,, I, ], nous poserons 
A = his hia jus hyn 


ay. vs 

ni D | Supposons qu’on a donc associé aux éléments Il, ..., II, de la base de 
fe l'algèbre P des déformations admissibles A™, ..., hl. | | 

Le Py Conan l'application £ : I’ > £,,, définie par 


é(S1, SERRE hi te EL; 


chaque produit Iaun certain « degré » par rapport aux éléments P,, .... P,. SoitS 
la somme des degrés des produits II,, ..., I. de la base de P. Soit W un voisi- 
nage de l’unité ¢,, de £!, tel que WSC. | 

Considérons pour chaque indice 2(4—1, ...,s) un chemin /; allant de a, 
à æ et contenu dans un voisinage de coordonnées de X. Soit W’ un voisinage 
de €. tel que 


(30) LAL} Waal ow 


pour chaque i. 


Soit enfin W un voisinage de Ex, dans I’ espace topologique À, tel que WC W'.. 
Pour chaque indice j Zr, on peut trouver un nombre ere 1] tel que les 


classes des chemins LL fh ,6(s Elo, v;]) soient toutes contenues dans W € W’. 
Dans ce cas nous aurons, d’aprés (30), 

{ All TLE (se[o, »;]) 
etalors, én tenant compte que WS CG, on obtient 


(31) : AOF cosy #)EX (s;€lo, Vi J tr, Tr) 


D'autre part, l'application composée 9,0 : [> H,, est différentiable et a le 
rang dans le pou (0, ..:, 0)el' égal à dim P= dim H,.. Il en résulte que 
l'image de 9.0% est un voisinage de l’unité du groupe H,, et comme on a la rela- 
tion (31), il en résulte que 9() est un voisinage de I’ unité de He 

C. Q. F. Dz 


9. Considérons la famille des classes d’équivalence des connexions Rite 
simales linéaires qu’on peut définir dans les espaces fibrés différentiables vecto- 


9 


1% ty 


#4 


GÉNÉRALISATION DU GROUPE FONDAMENTAL. 223 


riels, ayant la variété X pour base. A chaque classe d'équivalence on peut asso- 
cier, COMME on a vu, un homomorphisme continu et ouvert 9, du groupe £!, sur 
un groupe de Lie linéaire H,. Si $ : H,> H est un homomorphisme du groupe 
de Lie H, sur un groupe de Lie linéaire H, la représentation boG=L,>H 
définit une connexion infinitésimale dans un espace fibré sur X, ayant pour 
fibre l’espace de la représentation L. On peut donc identifier la paire (bo o,, H) 
à un homomorphisme ©, du groupe £:, sur un groupe de Lie linéaire H, =H. 

. Dans l’ensemble d’indices 4 — {1} nous introduisons une relation d’ordre 
partiel, en écrivant v' 1 s’il existe un homomorphisme (continu et ouvert) fy, 
du groupe de Lie H, sur le groupe H,, tel que 9, = f,c 0. 

L'ensemble J est alors un ensemble filtrant. Car si l’on a deux indices 1,,1, EJ, 
on peut associer aux connexions C,,, C,, appartenant aux classes d’indices 1, 2, 
une connexion infinitésimale linéaire, C,, ayant l'indice 1 5-1,, 1 $-1,. En effet, 
soit (Z1, pi, X), l’espace fibré de la connexion C,, et (Zs, ps, X) l'espace de la 
connexion C,,. Considérons le produit de ces espaces fibrés, qui est l’espace 
fibré (Z, p, X) formé par les paires 


B—=((%:, 2), 


ou 3,EZ,, 2: EL: et pi( 31) —p:(2), et dont la projection est définie par 


ps) = p41). La fibre de (Z, p, X) est le produit direct Y = Y, x Y, des fibres 


des espaces (Z,, pi, X), (Zo, ps; X). Soient 
dy = Ai(x, dx) y, dy» = A,(x, dx) y» 


les équations des connexions C,,, C,, dans des systèmes de coordonnées définies 
dans les voisinages p,'(U), p,'(U), U étant un voisinage de X, ayant le système 
de coordonnées (a'). Les équations précédentes définissent la connexion C, 
dans l’espace (Z, p, X). On voit facilement que le groupe d’holonomie H, de 
cette connexion est isomorphe au quotient £,,/N, AN, N,, N,, étant les noyaux 
des homomorphismes ¢,,, ©... De plus, le groupe H, admet des homomorphismes 
canoniques continus et ouverts /,,, f. sur les groupes H,, H,,. On a done 
rset tot: 

Considérons la limite projective 8€ de la famille {H,; /.,} des groupes H, et 
des homomorphismes f,.:H,—H,(15-1) précédemment construits. JC est 
donc le sous-groupe du produit direct des groupes H,, formé par les éléments (a,) 
ayant a,= f,,(a,), chaque fois qu'on a t ;-1". 

Soit 9: &,, > d la représentation (continue) de £,, dans 3€, définie par 


_ (32) o(g)=—(a(g)EeR, gELz,. 


Soit de même /,:d¢@ > H, l’homomorphisme défini par /,(@)=a,, pour 
a=(a4)Ecz. oth : ; 
Les applications /,, f,, vérifient les conditions suivantes de M. André Weil 


([15], p. 23). 
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L. PA Si ts GO a =e a 

L. P.2. f., est un homomorphisme continu et ouvert de H, sur H,. 
L. P. 3. f, est un homomorphisme continu de ä€ sur H.. 

Le fait qu’on a f,(d¢) = H, résulte de la relation 


f(8) 59,6 62,) = TT 


Notons que la représentation 9 donnée par la formule (32) est biunivoque, 
car il n’existe pas de chemins /'de X, fermés en 2», non équivalents au chemin 
constant e,,, tel que 9.( {/}) soit l'unité e, de H, pour chaque indice t. 

Pour le montrer, remarquons qu’on peut associer à chaque classe A={ /} de 
chemins admissibles de X un chemin f, uniquement déterminé. Soit en effet f 
un chemin admissible de la classe À. Ce chemin est équivalent à un produit 
fi... f, de chemins /; ayant chacun un vecteur tangent continu non nul. Il en 
résulte qu’on peut recouvrir le segment I =[o0, 1] par un nombre fini d'inter- 
valles ouverts I,, ..., I, tel que la restriction /|1; de fa I; soit une application 
biunivoque de I; dans X. Supposons, ce qui est toujours possible, qu'on a choisi 
les intervalles I,, ..., 1, tels que pour chaque /, (j = 1, ...,q), l'intervalle I; 
ne soit pas contenu dans un intervalle I’ dans lequel f'soit biunivoque. Si fn est 
pas biunivoque dans I;U1;.,, on peut remplacer le chemin f'=/f|1;U1;,, par 
un chemin admissible équivalent à /’ et défini par une application localement 
biunivoque de 1;,U1;,, dans X. Si l’on effectue cette opération pour chaque 
indice 7, on arrive à un chemin admissible, équivalent à f et défini par une 
application localement biunivoque de I dans X. Désignons par /, un tel chemin 
et soit / la longueur de f,. Si s(t) est la longueur de l'arc de f,, calculée 
de fi (0)=2, à f,(¢), l'application s*:¢— s(¢) est continûment dérivable et 
biunivoque et le chemin f,:t->/,(s*-‘(it)) est admissible, appartient à la 
classe À et ne dépend que de cette classe. 

Le chemin f, passe un nombre fini de fois par le point 2. Soient 4, —0, 
t,, ..., t,=1 les points de I tels quefi(i)= &, (to, 4; ..., p). Le chemin f, 
est alors le produit de p chemins admissibles /,,, ..., f,,, associés à p classes 
hi, +++, À), liées à la classe À par la formule 


(33) A=h.. Ap 


et chacun des chemins /,, est une application differentiable de I dans X, telle 
que l’équation /,,(t) =a, implique ¢=o0 out=1. 

Si la classe À n’est pas l’unité du groupe £!,, on peut supposer que chacune 
des classes À; du produit (33) est différente de €. Dans ce cas, nous allons 
montrer qu'on peut trouver une connexion C dans l’espace fibré tangent de X, 
telle que l'image par 9, du produit (33) soit une transformation effective de 
l’espace tangent en a, à la variété X. Nous obtiendrons la connexion C en défor- 


mant une connexion métrique de X, dans le voisinage d’un point du chemin fee 
pour chaque indice ¢(¢=1, ..., p). 
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Sif, est un chemin de X, fermé en a, on peut obtenir l'élément Q,(A) du 
groupe d’holonomie homogène H,, de la connexion métrique (I) de X en inté- 
grant l'équation différentielle matricielle 


aT 
34 ss ea 
(34) 7 PL 


le long du chemin f,, en posant 
a3 
Bevin Toes pe, 


et en supposant que pour t= 0, T est la matrice unité. 
Si pour deux indices 7, j, on a f,,(1) = fi) alors on a À; — À; ou À; — ne 
SOI Jus ++» fu, (9 <p) un système maximal formé avec une partie des chemins 


fs tel que fu, 1) A (D pour 747; on peut alors écrire le produit (33) sous 
la forme 


(35) A= pipes... fr pees. eRe ios ps, 
Qs, s+» Og, Ba, +. Bg---, Pas .<., p4 étant des entiers positifs ou négatifs. 
Soit {K, ¢} une triangulation de la variété différentiable X, telle que chacun 
des chemins /,, appartienne au squelette du premier ordre ¢(K*) de cette 
triangulation. 
Si fest un chemin de X tel que /(1)C{(K!}, on peut décomposer / en un 
produit de « cycles élémentaires ». Convenons en effet de regarder chaque 
simplexe du squelette ¢(K') comme un chemin de X. Dans ce cas, le 


chemin / est équivalent à un produit de simplexes : 


Por 


. tel que la chaîne 5, +...+ 6 soit un cycle. Soit 5, le premier des simplexes o,, 


Go, ..., 6, ayant la propriété que la frontière Fo, deo, a un point en commun 
avec la frontière Fo; d’un des simplexes o;, où zr — 2. Dans ce cas, on peut 
écrire | 


(36) I TiCe or C1014 Le GeV CG Gn iatiesOr «2% Gr), 


c; étant le premier des simplexes 9,, ..., 9,» tel que F(c,)N F(a) AO. La 


seconde parenthèse du ‘produit (36) représente un chemin /’ formé par un 


nombre de simplexes plus petit que s, tandis que la premiére parenthése peut 
s’écrire sous la forme 

(36) a=4fih, 

où f, (1) est l’image différentiable biunivoque d’un cercle dans X, et /, est un 


chemin allant de 2, à un point de /, (I). 
En appliquant au chemin /’ le raisonnement fait pour le chemin /, et en 
continuant le procédé, on arrive à un chemin, équivalent à /, de la forme 


En OA EUR 


mais. 2, 
LL 


226 €. TELEMAN. 


iw 


où /; sont des chemins ayant les origines en æ, et /; étant, pour chaque à ES RP 

u, un chemin fermé en /;(1) et tel que si ¢’ 40, l'équation f(4)= fi(“’) entraine a 

t=—w ett=o, 1, sid’/=ooul. La 
Appliquons la décomposition (37) à chacun des chemins Je. du produit (35). 

On obtient alors une formule de la forme 


(4 2 2] fe 0 3% 
(38) A= Aj... Ate AT oe ABm J. Agee. Ales, 


où chacune des classes A; contient un chemin de la forme (36'), 


m= {hifi} be Sk ame eve} 
et &;, Bi, fal YASONe des nombres entiers. 
On peut Rues encore que pour ¢54/, les ensembles /;(1), f;(1) ne coin- 
cident pas. Choisissons sur chacun des chemins /;(¢=1, ...,m) un pointP; 


n’appartenant pas aux chemins f,(j 4“) et tel que l’équation /;(¢) = P; admette | 
une seule racine; soit U; un voisinage de coordonnées de la variété X, contenant 
le point P; et n’ayant aucun point commun avec les chemins /;(j 47). 

Soient a des coordonnées dans le voisinage U; et a; leurs valeurs dans le 
point P;. Soit | 
(39) B, : (v!— 2} +...+ (a— 2) ZT? (2 = dim X) 


une boule contenue dans U,, telle que /;(o) EB; _ 
Supposons qu'on a choisi les coordonnées z'(s— 1, ..., n) dans U; telles 
que les équations du chemin /; dans U; soient 


(39’) == 0 Ls En): ast (ee(a’, b') ch}. 


Soient a, , b(a <b) les deux points de l'intervalle (a', 6’) correspondant aux 
intersections du chemin /; avec la frontière de la boule B;. Soit R, le repère 1e 
local de X dans le point f;(¢), obtenu en transportant par paralléhsmes le long SN 
de la courbe /;( fi}, (/:).(~) = fi(t7), le repère R, du point x... : EEE 

Si V' sont les composantes d’un vecteur tangent à X, rapporté au repère R, = 
la connexion métrique de X est définie, dans B,, le long de la courbe /,, Be 
l'équation | 


(40) ; e ANT 0. 


CA 


® Nous modifierons cette connexion dans la boule B,, en supposant que le 
déplacement parallèle le long de l'arc f;| (a, b) est donné par la formule : "à 


(41) By poke GNC EE UNE ae, a 
étant une matrice constante, En dehors de la boule (39), la connexion (41) 
se raccorde avec (40) donnant une connexion continue. 


En désignant par V’ le vecteur qu'on obtient en déplaçant le vecteur Vie 
long de l’are f;|[ a, 6], à l’aide de la connexion (41), on opte es 


(42) Vi era Y, 


iS pee GENERALISATION DU GROUPE FONDAMENTAL. 227 


4 où T:é—7(1) est une primitive de la fonction (t—a)?(¢—b)?. On a évidem- 
2 mentr(b) 4 (a). En posant T;=(7(b)— +(a))T, il en résulte que la modifi- 
; cation de la connexion (40) donnée par la formule (41) a pour effet de changer 
Oo (A;) en 


(43) | Ge (Az) Let eli, 


Si C’ est la connexion de X qu’on obtient de la connexion C en modifiant la 
dernière dans des voisinages U; associés à chaque chemin f;, à l’aide de m 
matrices T,. ..., 1", alors les formules (38) et (43) nous donnent 


(44) 9er(A) = ge (AB) EMTs... 6 (Af) etm, 


Il ne reste qu'à remarquer qu’étant données m matrices Ay = ¢(A,), -- 
régulières et un ensemble de nombres entiers non tous nuls «,, ..., %ms (une 
GR Se Ye ON peut toujours choisir m matrices l,, ..., l,, telles que 

Age Ti, Atm etm Um 
ne soit pas la matrice unité. 

Il en résulte que l’homomorphisme (32) est un monomorphisme ; ce n’est 
pas un isomorphisme, car le groupe 4€ est un groupe complet, tandis que £., ne 
l'est pas. On peut cependant remarquer que l’image par o de £,, est un sous- 
3 groupe partout dense d¢’ de 3€. En effet, cela résulte du fait que chacun des 
5 = homomorphismes | 


20) Qu La 
od est un épimorphisme, donc 9,(£,, ) = H.,. 
ie 6. Soit (Z,, p., X, H,) l’espace fibré principal associé a la représentation 9,. 
à : Désignons par (3, p, X, JC) la limite projective de ces espaces fibrés. Nous 


appelons limite projective d’une famille d’espaces fibrés, indexés à l’aide d’un 
ensemble filtré d'indices, et d’un système d'applications d'espaces fibrés 

(46) | ge (y Pa X, Hi) > (Zv, pv, X, He) 

définies pour les paires 1’ -<t, l’espace fibré 3 ayant pour points les points | 2, | 
du produit direct >< Z,, vérifiant les conditions 

pg ae Sy = ur (41), Pul4u) =Pul4,), 

quels que soient les indices t,, to ett! -<t. 

Dans notre cas, l’application g,, est définie aisément à l’aide de l’homomor- 
phisme /,, : H,>H,, si l’on identifie les espaces fibrés (Z,, p,, X, H,) aux espaces 
obtenus des produits directs &,, < H, et des équivalences 
(48) (a, t)~ (la, 9,(2)¢) («ES CEH, Ee Lz,). 


Dans ce cas on a, si {(a, ¢)} est la classe de («, ¢), 


Er( {Ca 4) })={(@, fev(4)) }- 
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Le groupe structural de l’espace % est évidemment la limite projective #€ des 
groupes H, et des homomorphismes /... 
Nous avons le résultat fondamental suivant : 


Taéorèe III. 4. — Si X est une variété différentiable de classe C?, on lux associe 
un espace fibré principal sur X, (5, p, X, IC), ayant pour groupe structural JC la 
limite projective d’une famille de groupes de Lie H,. Toute structure (Z, p, X, C), 
formée d'un espace fibré vectoriel sur X et d’une connexion linéaire C dans cet 
espace est associée à l'espace (3, p, X, dC) et à une représentation continue et 
ouverte du groupe sur un groupe linéaire H. 


Remarque. — En utilisant le théorème [II.1, on peut obtenir un théorème 

. analogue, fournissant les espaces fibrés principaux sur X, ayant pour groupes 
structuraux des groupes de Lie, et les connexions infinitésimales de ces espaces, 
dont les transformations des groupes d’holonomie soient les translations des 


fibres. 
| | Soit V: &,— 3 l'application qui associe à chaque «EG, le point = {z,}e% 
ts. ayant les coordonnées 3,(x)—{(x, 9,(¢z,))}. L'application (32) étant biuni- 


. . . . . > { , 
voque, | est aussi une application biunivoque d’espaces fibrés. Il en résulte 
qu'on peut identifier &,, doué d’une topologie convenable, à un sous-espace 


de 3. | 

| En effet si a, 5 sont deux éléments différents de &,,, on a pour au moins un 
APE des indices 1, 3,(«)3,(8). Car si l’on a (a, e)m(B,e)[e=+.(e.)], quel 
Be que soit indice t, on aura pour chaque t un élément Le £,,, tel que 
#8] (Be) = (a, 9.(4)) 
“à | done B =1,%; 9,(1,) =e; la première de ces égalités montre que J, est un.élé- 
a ment le £,, ne dépendant pas de l'indice :, tandis que la seconde égalité, sup- 
ee posée vraie pour chaque :, montre que /=<¢,.,, car l'application 9 = <9, de £,, 
a dans >< H, est biunivoque. | 
2 ; : F « aM cy) re , : 
aa ; Une connexion linéaire C, donnée dans un espace fibré vectoriel sur X, définit 
ee une représentation g, du groupe £,, sur le groupe d’holonomie H de la con- 
2 . nexion C, qui est un groupe linéaire. D’après la définition de la famille {H,, ©.}, 
‘te on peut identifier la paire (H, 9.) à une paire (H,,, 9,) de cette famille. Il en résulte 
om que la représentation 9, du groupe £., s’étend à une représentation /, du 
Se groupe & sur le groupe linéaire H —H... 
a L’espace fibré (Z, p, X) associé a(%, p, X, dC) et à la représentation linéaire 
ie J: 8€ >H,, du groupe J s'obtient en considérant le produit direct 3% Y et 
À l’équivalence 
= 
sits (49) Sr YIM A(x) (CEB; yeY, teat), 
# | I 
ot ; 
Boa Sis pia | 
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Y étant l’espace de la représentation , ; on peut encore définir l’espace (Z, p, X) 
en considérant le produit direct 


Er >< (* Hyg Ye ae 


et l’équivalence définie dans le sous-espace &,, < 3 < Y de ce produit 
(a, { t, bs If ems (la, { o, (0) bene: Fug CONS ( ty } Ez, 4E Ex, le Jee TER). 


La classe | (x, {¢.|, y)} contient une infinité de représentants ayant it, =e € de, 
e=o(¢,,). L’un de ces éléments est (COMPTE a7) [ry Wee one Gta ys 
E—f( {4} ) et tous les autres sont de la forme (lz, e, o,(£")y). On voit done 
qu on a une correspondance biunivoque Ÿ entre les classes {(«, {7,|, y)! et les 
classes de l’espace &!, < Y et de l’équivalence (x, y)~ (la, o,(F1)y). Cette 
correspondance est topologique, et d’autre part les classes de S,, < Y sont pré- 
cisément les points de l’espace fibré donné (Z, p, X). On peut de plus construire 
une connexion C dans l’espace associé (Z, p, X) et l’on vérifie facilement que la 
correspondance Ÿ est un isomorphisme des structures (Z, p, X, C), (Z, p, X, C). 

On peut énoncer le théoréme inverse : 


Taéorème IIl.5. — Considérons une représentation linéaire d'ordre fini 
Do: dC > Hy, le groupe de Lie H, ayant un nombre fini de composantes connexes ; 
on peut construire un espace fibré vectoriel sur X et une connexion linéaire C dans 
cet espace, telle que le groupe d holonomie U,,, de C soit tsomorphe à H, et en iden-. 


tifiant H,, à H, par un certain isomorphisme, on ait 9) = 9¢. 


Nous rappelons qu’on entend par représentation d’un groupe un homomor- 
phisme continu et ouvert. D’après un théorème de M. Weil ([15], p. 28) le 
groupe H, d’une représentation +, de la limite projective de la famille (H,, f..) est 
isomorphe à la limite projective de la famille (B/N fu), où N,— f,(N) et fy, 
étant, pour 41, l'homomorphisme induit par /,, sur HN. N étant un sous- 
groupe fermé de J¢, la relation f,"(N,)— N montre que N, est un sous-groupe 
fermé de H,. Donc N, est un groupe de Lie linéaire, car d’après un théorème de 
Chevalley, tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie est un groupe de Lie ([2], 
p. 135). Donc, les groupes H,/N, sont tous des groupes de Lie. La limite projec- 
tive H, de ces groupes vérifie les inégalités 


dim, > dim (H,/N,), car dim = lim sup dim (H,/N,). 

On peut done trouver un indice t, tel que dim(H,,/N,,) = dim H,. Comme 
H,,/N, est l’image homomorphe du groupe H, par l'homomorphisme induit par 
fi: HH, sur &/N ~ H,, il en résulte que les groupes de Lie Ho, H,,/N,, sont 
localement isomorphes et il en est de mème pour les groupes Hy, H./N, si t>-to- 
Si le groupe H, possède un nombre fini de composantes connexes, les groupes 
H,/N, auront la! méme propriété. Dans ce cas, on peut trouver un indice v' tel 


7 
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que les groupes H,/N, soient isomorphes à H,/N, pour chaque indice 11. Le 
groupe H, étant la limite projective des groupes H,/N,, H, sera aussi isomorphe 
à H,/Ny. | Ce | 

En identifiant le groupe H, à H./N,, par l’isomorphisme canonique fr, induit 
par fy : 80 > H, sur d¢/N~ Hy, la représentation 9, : € > Hy s identifiera à la 
représentation 4,0 /, : 8e > H,/N,, obtenue en composant /, avec l’homomor- 
phisme canonique , de H, sur H,/N.. ti UE 

L'espace fibré associé à (Z,, py, X, Hy) et à la représentation », de H, sur le. 
groupe linéaire H, ~ H,/N, remplit les conditions du théorème III.5, la con- 
nexion linéaire C s’obtenant par une méthode que nous avons indiquée dans le 
chapitre II. 


7. Nous avons associé a la variété différentiable X trois groupes : le groupe £,,, 
des classes des chemins de X, le groupe £”,, des classes des chemins admissibles 
de X et le groupe 4€. Le premier de ces groupes n’est pas un groupe topolo- 
gique, mais il admet une topologie, définie par une structure uniforme de 
l’espace £,,, telle que les translations du groupe £,, et l'application «+ «=! 
sont uniformément continues. | 

Le groupe J¢ est un groupe topologique, limite projective d’une famille de 
groupes de Lie; c’est donc un groupe de Lie généralisé. Le groupe £,, est tou- 
jours un groupe topologique et est isomorphe à un sous-groupe partout dense JC’ 
du groupe topologique Jc. | 3 

Montrons qu'on peut définir un isomorphisme (algébrique) du groupe £!, 
dans le groupe £,,. Considérons en effet l’application w: £), > £,, qui associe 
à chaque classe de chemins admissibles de X la classe des chemins de X qui 
contient les chemins de la première classe. C’est une application univoque, car 
deux chemins admissibles, équivalents au point de vue différentiable, sont aussi 
équivalents au point de vue topologique. De plus, w est une application univa- 
lente, car deux chemins admissibles, équivalents au point de vue topologique, 
sont aussi équivalents au point de vue différentiable. Enfin, il est manifeste 
que w est un homomorphisme algébrique du groupe £,, dans le groupe £.... 

Donc w est un isomorphisme. 

Montrons que l'application d'espaces topologiques : 


gow: w(Ly,) >I 
est continue si w(£,,) est considéré sous-espace de l’espace topologique &. 


I suffit de montrer que chacune des applications /,o90w-!: w(£,,) > H, est 
uniformément continue. Soit x l’application canonique de l’espace A’, des che- 
mins admissibles fermés de X, doué de la topologie compacte-ouverte sur 
l’espace topologique m(£,); x associe à chaque chemin admissible f de X la 
classe | /}EL,, et w(L,,) peut être identifié à l’espace quotient de l’espace 
topologique A’, et de l'application x, car un ensemble ouvert de À, C Ez, et 
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saturé par rapport à l’équivalence différentiable R’ des chemins admissibles est 
l'intersection de A’, avec un ensemble ouvert de E,, et saturé par rapport à 
l'équivalence topologique R des chemins (continus); et d’autre part R’ est 
léquivalence induite par R sur le sous-espace A, de E,. Done les conditions du 
théoréme 4, chap. I, § 9 [1] sont remplies. Donc, pour montrer que frogom 
est continue, il est suffisant de vérifier que 


(50) Jo goulot = wo ma AG. -> H, 


est une application continue. 

En considérant la variété X douée d’une métrique riemannienne, X devient 
un espace métrique et la topologie compacte-ouverte de A’, s’identifie à la topo- 
logie de la convergence uniforme. Cette dernière topologie est plus fine que la 
topologie ‘I’ définie par les écarts 5,1 considérés plus haut. Dans la topologie T’, 
l'application f.o90w-'o7x est continue, donc l'application (50) est continue. Il 
en résulte que l’application 9ow-t est continue. Montrons qu’elle n’est pas 
uniformément continue, donc que l’image inverse d’un entourage A de la struc- 
ture uniforme de 4€ n’est pas un entourage de w(,,). L’entourage VU est un 
sous-ensemble de ä€ >< 4€ de la forme 


Uri (er, ae ye Vi. 


V étant un voisinage de l’unité du groupe de. Soit VW l’image inverse de V par 
gow '; VW’ nest pas un voisinage de l’unité du groupe w(£,,), car oow* nest 
pas application continue si w(£,) est doué de la topologie de la stucture 
uniforme de £,. L'égalité 


Kise + com) LU = (2, rentre) Ho (Pr): æTtyl eV’) 


montre que l’image inverse de l'entourage Uy, n’est pas un entourage de la 
structure uniforme induite sur w(£,,) par l’espace uniforme £,,. 

Remarquons alors que A’, est un sous-espace partout dense de l’espace topo- 
logique A,, des chemins de X fermés en 2, doué de la topologie de la conver- 
gence uniforme. Il en résulte que w(f,,)= r(A,,) est un sous-espace partout 
dense de l’espace topologique £,,. | 

On a donc obtenu une application continue gem", d’un sous-espace partout 
dense w(£’,,) de l’espace uniforme £,,, dans l’espace uniforme 3€. L'espace 3€ 
étant la limite projective d’une famille de groupes de Lie, done 3€ étant un 
sous-espace d’un produit direct d'espaces séparés, il en résulte que c’est un 
espace séparé. On peut alors appliquer le théorème du prolongement d’une 
application uniformément continue ([1], chap. I, § 3, Prop. 8) et il en 
résulte le 


Tutoreme III.6. — Le groupe (&,,) admet un homomorphisme dans le 
groupe I, qui ne se prolonge pas continiiment à x,. 
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En effet, l’image par gow", de l'intersection avec w(#,,) d'un point A de 
l'espace topologique £,,, est un filtre de Cauchy dans | espace uniforme de, 
seulement si la classe À contient un chemin rectifiable de X. 


8. D'après Lashof [7] on peut associer au groupe ä€ une algèbre de Lie. C'est 
la limite projective G des algèbres de Lie G, des groupes H, et des homomor- 
phismes d/,, : G, > G, induits par les homomorphismes /;,, sur les algébres G,. 
Un point de G est done-un point du produit direct des espaces G,, soit {g.}, 
g,€G,, satisfaisant aux conditions g, = d/,,(g,) pour toute pairet’~<t. L'espace G 
est aussi considéré avec la topologie de sous-espace du produit direct des espaces 
vectoriels topologiques G,. Dans cette topologie, G est-un espace vectoriel topo- 
logique complet. 

Chaque représentation du groupe 4€ sur un groupe de Lie linéaire induit une 
représentation linéaire de l'algèbre G. La réciproque n’est pas vraie. On peut 
seulement affirmer que les représentations linéaires de dimensions finies de G 
fournissent les représentations linéaires du groupe universel de recouvrement 
de la composante connexe de l’unité de groupe ä€ [7]. 

Nous allons indiquer ici une sous-algèbre partout dense de l'algèbre G, 
définie à l’aide des éléments simples de la variété X. 

Soit M l’ensemble des paires (x, b), où « est un élément de l’ensemble &,, etb 
un bivecteur tangent à X dans le point x,,(«). Soit A l'algèbre libre, unitaire, 
associative, de l’ensemble M, sur le corps des réels ([3], chap. I). Désignons 
par B Valgébre quotient de A et de l'idéal engendré par les éléments | 


(a, A Oy dsbs) me Ai (a, b,) — ho(a, bs), 


les points de la premiére parenthése indiquant qu'il s’agit des opérations avec — 
les bivecteurs tangents à X dans le point 7,,(«). 
Considérons dans B une nouvelle loi de multiplication 


(51) (di, de) >[24, vo], 


en posant | 2,, Ly ]— La La — Toy 

Soit C l'algèbre formée par les éléments de B et dont les opérations sont : 
l'addition et la multiplication avec les nombres réels, de B; la multiplication 
C >< C— C définie par la formule (57). 

Désignons enfin par G la sous-algèbre de C engendrée par l’ensemble MCC. 

D'après le théorème d’Ambrose et Singer, toute connexion linéaire C, sur un 
espace fibré vectoriel sur X, définit un homomorphisme r, de l'algèbre G sur 
l'algèbre du groupe d’holonomie H, de la connexion considérée. 

Il en résulte qu'on a un homomorphisme r de l'algèbre G sur une sous- 
algèbre partout dense de l'algèbre G. | 

On peut montrer que l’homomorphisme r est biunivoque. Si l’on identifie 
alors G à son image r(G)C G, G recoit une topologie de sous-espace de l’espace 
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topologique G. On sait alors que les représentations linéaires de dimensions 
finies de G se prolongent sur l’algébre G entière, pourvu que ces représenta- 
tions soient uniformément continues. 

Bien qu on ne connaisse pas directement la topologie de G, on peut donner 
une condition suffisante pour qu'un homomorphisme de l'algèbre G soit unifor- 
mément continu. 

Supposons la variété X simplement connexe. Dans ce cas, tout chemin admis- 
sible f de X, fermé en 2, est déformable à ce point par une homotopie h 
admissible. D’aprés ce qu’on a vu plus haut, on peut obtenir l’effet du déplace- 
ment parallèle le long de /, à l’aide d’une connexion C, dans un fibré vectoriel 
sur X, en connaissant seulement les transformations infinitésimales 7,(«, b) qui 
correspondent dans lalgébre H, aux éléments (x, b); « étant la classe d’un 
chemin contenu dans l’image de l’homotopie A. 

Pour que la connexion C, soit définie, par 7,, il faut s'assurer que la transfor- 
mation 9,( | /})EH, ne dépend pas du choix de l'homotopie A. II faut done que 
le produit des transformations infinitésimales 7,(as, bs), correspondant à une 
division par rectangles d’une surface fermée S de X, soit, à la limite, égal à 
l'unité du groupe H,. 

Si l’on suppose qu'on a r,(X)— 0, la surface S est homotope à zéro et S est 
alors la frontière d’une sous-variété T de X de dimension égale à 3. 

On peut dans ce cas exprimer le produit des transformations infinitésimales 
r.(a, b) comme un produit de transformations infinitésimales associées aux élé- 
ments de volume de la variété T. Chacune de ces transformations infinitésimales 
doit être nulle. C’est la condition exprimée par les identités de Bianchi dang le 
cas d’une connexion riemannienne. Nous appellerons cette condition de Bianchi, 
dans le cas général. On a donc le 


Taéorëme [IT.7. — Si la variété X a 7,(X) =7.(X) =0, les représentations 
de l'algèbre G qui correspondent aux connexions linéaires C, sont celles qu 
-_ satisfont à la condition de Bianchi. 
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SUR 
UNE CLASSE D’APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES 
DES ESPACES Lidap<+-) 


Par M. Ivan SINGER. 


Introduction. 


1. Soient Z un espace localement compact, @ le clan des parties boré- 
liennes relativement compactes de Z, » une mesure de Radon positive sur Z, 
E et F deux espaces de Banach et E’ le dual fort de E. Pour toute application 
linéaire f de Lé(v)(1 Zp < +) dans E’, posons (*), d’après [3 |, 
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ou le sup est pris pour toutes les classes d’équivalence des fonctions « simples » 


y = Ÿ qe (-) y: (4e B, EF, ane;=Ÿ pouri<}), 


Ê=1 


telles que N,Cy( .), v) <1. Ona évidemment 
PAIE RE 


Dans ce qui suit, à l'exception du paragraphe 3, sera la seule mesure de 
Radon qui interviendra; pour abréger, nous écrirons dans la suite (sauf dans le 
paragraphe 3) Lx au lieu de L£(v), N,(y(.)) au lieu de N,(y(.), v), et L? au 
lieu de LZ. | , 

2 2 | 
| (*) Nous utiliserons la notation y(.) pour les applications de Z dans F, ainsi que pour les classes 


d'équivalence de telles applications. Nous désignerons par e(.) la (classe d'équivalence de la) fonc- 


tion caractéristique de l’ensemble e e GG. 
Pour les notations et les notions utilisées dans la suite et non expliquées [par exemple L£(v), 


Np(y(.), v) »..], voir [1]. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 3. 
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Désignons par (1 <p < +) l’espace de toutes les applications linéaires 

f de Lf dans F’ telles que . 

(2) ANSE 


muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2). &/ est un espace 
de Banach. 


2. Dans une Note récente [3], N. Dinculeanu et C. Foias ont donné le théo- 
rème suivant de représentation intégrale (voir [3], théorème 4) : 


(A) Soient les espaces E et F « séparables ». On a fE si et seulement si f peut 
s’écrire sous la forme 


(3) Ke, flr OD= (<2, UEHrO>4@ [yelp 2e), 


Z 


où U(.) est une application de Z dans l’espace de Banach 2(F, E') (de toutes les 
applications linéaires continues de F dans E’, muni de la norme habituelle), telle 
que 


Np (U(.)) <+ 00 has): 


Dans ce cas on a 
(4) INF II = Np (U(.)). 


On indique dans [3] que la démonstration de ce théoréme utilise le théo- 
réme | de [3] (ce dernier est une généralisation du théorème de Lebesgue- 
Nikodym aux mesures vectorielles ). 


3. Dans le présent travail nous nous proposons de donner quelques théorémes 
d’équivalence concernant l’espace de Banach @”, dans le cas où E et F sont des 


| espaces de Banach arbitraires. Nous démontrerons d’abord (§ 1, théorème 1), par 


une voie directe, que l’espace ” est équivalent (i. e. isomorphe et isométrique) 
au dual de l’espace Li, où D est un espace de Banach convenable (en d’autres 
termes, ce théorème nous montre que les applications de L£ dans E', appartenant 
à l’espace ”, ne sont autres que les formes linéaires continues sur Li); en 
outre, lorsque E et F sont séparables, D sera aussi séparable. Ensuite nous en 
déduirons, à l’aide des théorèmes de caractérisation du dual de l’espace Li que 
nous avons donnés dans [7], quelques autres caractérisations (§ 2, théorèmes 2, 
3 et 3’) de l’espace de Banach ”. Comme une application, nous donnerons 
(§ 3, théoréme 4) une généralisation du théoréme classique de Lebesgue- 
Nikodÿm. Enfin, nous considérerons le cas particulier où les espaces E et F. 
sont séparables ($ 4). 
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1. Le premier théorème d'équivalence. 


ee 


1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires. On a le 
Tutornime 1. — Ona fEC si et seulement si la forme linéaire ® sur Li ® E 


définie par 
= Bee NO | ae 
(5) Dl) @ a, SS EE (yi(.) EL, MEME nr) 
t=1 
est continue pour la norme sur LE QE induite (*) par Lg. La correspondance 


i 


f<® est une équivalence. 


Par conséquent, l’espace ” est équivalent à l’espace (Lig)! : l’équivalence 
prolongement par continuité de la forme linéaire ® définie par (5) à l’espace 


entre ces deux espaces est donnée par la correspondance {<>®, où D désigne le 


Léger entier. 


a 


Démonstration. — 1° Soit fe”, c'est-à-dire une application linéaire de 
L2 dans E’, satisfaisant à (2), et soit ® la forme linéaire sur LE définie 
Er 
par (5). Considérons une fonction simple 
LT 
Ÿ De; (+) We, 


Lie», 


pal 
1 
Pp 


5 
m)| ; 


F 


Sib) Ox 


it 


(2) C'est-à-dire, pour là norme 


Sr )@xi 


D “|. 


en fait, L£ ®) E se plonge dans Dé par l'application naturelle 
[Does] 


P 
L@r 


ER à 


Sil @a> 


le DOTE 


ca | 
| D )@Qai 
et (a 
Pour abréger, nous écrirons : 
; nt nr 
SC) @ 1 au lieu de | Sroea|or 
best 
Comme L? @ (F GE) est dense dans Leéx et comme L?@ F@®E est dense dans L?@ (F QE) 


i=1 


pour la norme induite par Lee il est manifeste, compte tenu de L7>@FcLF, que LFQE est 


dense dans Légg- 
Pour ce qui concerne les produits tensoriels normés, voir [4]. 


Mis tel Lee 
ip, Ta SINGER. 


mi ) : A 


w= Diy @xPEF @E G=i A) \ 


We ss | cn 


et où les e;, € @ sont deux à deux sans point commun. On a alors, par (5) et (1), 


XL), @= (y Si Oat °) | = * nf 


aa L 

cn k=1 ott ae 

; igh ss he ENG eat 

à ' dun 0 ne Pre 

ra , ' SA ae 

=| Scat, sleet Siar ee 
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et comme les e; € G sont deux à deux sans point commun, il s’ensuit que (*) 


1 
Pp 


ree dv (6) = || SIN, (XC))- 


KX), ®>1Z IIIf Dene il 


= 


Par conséquent, compte tenu de fé &’, la forme linéaire ® définie par (5) est 
bornée, done continue, sur un sous-espace vectoriel partout dense (*) de 
Lg. pour la norme induite par L%g,. Donc ® est continue aussi sur L2@ E 
pour la norme sur Lf ® E induite par L£s, et, de plus, de l’inégalité ci-dessus 
il s’ensuit que 


(6) PAIS 


2° Soit fune application linéaire de L£ dans H’, telle que la forme linéaire ® 

sur L; QE définie par (5) soit continue pour la norme sur Li @ E induite par 

rèr- Solent € B(1—1,...,n) deux a deux disjoints et soient y,EF, 2, EE, 
It || =1 (¢@=1, ..., n). On aura alors, en posant | 


pee eu lat OR Tee 
Ka flat Ge) | 
Dl <x fl 9ei( re |= Dy < ears S196) el > 

=( Yet ieen ©) 101%, Ditei(.) W@W 1x 


i= 
1 


A 


n P 
=O] f Yee) re ® «alan a © 
Z = 
F2 SL p n 
<||®| [2.0 yall? dv) | =ISINT Sel) 
‘ Z 


tsi as! 


(3) En effet, en supposant le contraire, c’est-à-dire que 
1 


n Pp 
EXC), ®>| > MAT {Sm loi | 


Dam À 


nm 
on aboutit rapidement, compte tenu aussi du fait que > ei est un ensemble relativement compact, 
| ica 1 
à une contradiction. + | 
(+) Comme F QE est dense dans F 6 E et comme toute fonction simple peut s’écrire à l’aide de 


e,€@ disjoints convenables ([1], chap. IV, $ 4, n° 8, lemme 1), l’ensemble de toutes les fonctions 
simples à valeurs dans F@E est dense dans l’ensemble de toutes les fonctions simples à valeurs 


dans F @E pour la norme induite par Lis Or, ce dernier est dense dans Lean ([4], chap. IV, § 4, 
n° 9, corollaire 1), done l’ensemble de toutes les fonctions simples X(.) ci-dessus constitue un sous- 


espace vectoriel partout dense de LES 
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Comme pour tout < > on peut choisir les &:€E, || 7 | == 1s th opps 
telle façon que 
[Kao flea DD > Fleer FCs mx 
il s’ensuit que 


Zi [Ge.(-) ve] LEN PINS act on) 


d’où, comme les e;€ @ (disjoints deux à deux) et les yi€F ont été arbitraires, 
(7) NUL PIE + 2, 
c'est-à-dire fEQ’. 


3° Comme la correspondance f ++ ® définie par (5) est évidemment biunivoque 
et linéaire, une comparaison des inégalités (6) et (7) achève la démonstration. 


Remarque 1. — L'espace Banach convenable, D, dont on a parlé dans I’ Intro- 
duction, n’est autre que l’espace F @ E. 


Remarque 2. — Une comparaison du théorème 1 ci-dessus et du théorème 1 
de [6] nous montre qu’on a une certaine analogie entre les applications linéaires 
f de Li dans E’, appartenant à l'espace ®, et les applications linéaires majorées 
de C,(Q) dans E’; en effet, l’espace de ces dernières, muni des opérations 
vectorielles naturelles et de la norme de la plus petite majorante, est équivalent, 
en vertu de [6], théorème 1, au dual de Gg:(Q). 


Remarque 3. — On peut aussi énoncer la première partie du théorème 1 sous 
la forme suivante, évidemment équivalente : 


On a fE si et seulement si la forme linéaire D sur L'@ F @ E définie par 


2 


| 2%: )Y:1@ xi, 0) Been sat > (a:(.) EL’, viel, x EE, Seed ae) 


est continue pour la norme sur LL’? ® F @E induite par Lig,. La correspondance 
J<® est une équivalence. 


3. A tout y(.)EL/ et z€E on a fait correspondre, dans ce qui PES 
la classe y(.) ® re Lig, définie par 


LC) @z]J(E EN Ba. 
On a évidemment 


_@ NA) Ox ay osetia) 


OT so] =U OL) 


a ae 1227 


ms PER AND to FUVAE a 


> 
Na 


LS 


à x 


(9) ; Ci Fe mA »= sup > Sei! 


à, À sa * 
DE o>! 
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donc oe s sé )@ x est une application bilinéaire de norme <1 de 
Ly <E dans L%g,, donc elle définit une application linéaire de norme <1 
de LE @E dans Legs, que nous appellerons l'application linéaire canonique de 
| À E dans Lig,. 

Cela étant, on a le 


CoRoLLAIRE 1. — Pour qu'on ait l'égalité 
OP ma (LA ES, 


il faut et il suffit que l’application linéaire canonique de L? QE dans Lg, soit un 
D 0e vectoriel topologique du premier espace sur le second. 


En effet, en vertu du théorème 1 et de l’équivalence 
(LAC yet L eB), 


la condition est suflisante. D’autre part, en vertu des mêmes équivalences, 
l'égalité 

OP = £(LF, E’) 
signifie que l’application linéaire canonique de L? @ E dans L?g, est un isomor- 
phisme faible. Comme L? QE et LZ, sont des espaces normés, cela entraîne 
que c’est un isomorphisme fort, donc un isomorphisme sur, puisque l'image de 
L? @ E dans L?g, est dense. 


2. Théorémes d'équivalence dérivés. 


1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires, Z un espace localement 
compact et v une mesure de Radon positive sur Z. 
Soit g une fonction définie sur @, dont la valeur dans e€@ est un élément 
ge de l’espace £(F, E’). 
Si 1<p'<_+ æ, nous poserons 


y= 


(F, Er) 


où le sup est pris pour toutes les collections finies d’ensembles disjoints e; € 


ne dépend pas de la mesure v. Enfin, 


O 
(on y pose = = o remarquons 
si p'— + 0, nous poserons 
|| Be leur» 
= sup ————* 
(10) CARE RENE 
: hae 
(où, de nouveau, = = 0). 


Soit p’ un nombre positif tel que 1p! <+ x. 


Mera fig IN Sethe ETATS EL 


i) 
242 I. SINGER. 


Nous désignerons par V/x,, l'espace de toutes les fonctions d'ensemble g 
définies sur @ et à valeurs dans £(F, E’), complètement additives sur G [au sens 
habituel, c’est-à-dire pour la convergence au sens de la norme de £(F, E')] et 
telles que (9) [ resp. (10)] soit finie, muni des opérations vectorielles naturelles 
et de la norme (9)[resp. (10)]. Var») est un espace de Banach. 

Comme l’espace £(F, E’) est équivalent à l’espace (FE), il s'ensuit que 
l'espace Vs est équivalent à l’espace Var). L'équivalence g<>g entre ces 
deux espaces est donnée par la relation 


Qn) 60, gl) >=K Ox, Be> (CEB, TER, yEF). 


2. Soit 1<p<-+ >. Dans ce qui suit, nous entendrons par p’ le nombre 


eat ee et + 0 sip—1. | 

Dans [7] nous avons démontré (voir [7], théorème 5) que l'espace (Lege) 
est équivalent à l’espace VW,g,y. Rappelons que l’équivalence d <>g entre ces 
deux espaces est donnée par la relation (°) 


(12) GTR >= f <xio, dé)  (X()elRér): 
Z 


Du théorème 1 et de ce qui précède il s’ensuit que l’espace &? est équivalent à 
l'espace Nr, et que l’équivalence f <> g entre ces deux espaces s'obtient en com- 
posant l’équivalence f ++ définie dans le théorème 1, l’équivalence ® <> & définie 
par (12), et Péquivalence g <> f définie par (11). 

On peut aussi exprimer cette équivalence f<>g directement, par une seule 
formule. Dans ce but, définissons l'intégrale 


fr 


d’une 7(.)EeL£(i ap < + ) par rapport à une g € Ve») (où : + 7 at Be 


p> et p’=+0 si p=1): Pour toute fonction y(.) continue et a support 


compact K, nous poserons | 
\ 
[dr =f dcr (@ ; Sid 
4 K ] ri 


où le membre droit est l’intégrale classique de Radon-Gowurin (°); elle existe 


() Pour la définition de l'intégrale ei XXE), dF ),, voir [7]. 
L< 


($) Rappelons brièvement sa définition : pour toute fonction simple 


FCI =Y veil -)7i (ner ee GB, Ua=x) 
1 


be 


es 


ah hae 1 


PoE 


ES 
VA NES HE QE 


IA ES 
RU 


ER ERR CU ENTER 


at 
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puisque Ver) € Vous) Sur Gi. On constate facilement qu’on a, pour toute 


partie compacte K de Z et toute fonction simple y(.) he pe (.)yi, où les e;, EB 


St 


‘sont disjoints et tels que > e = K, donc aussi pour toute fonction y(.) conti- 
i—1 


nue et à support compact, 


(13) ° 


1G) | ltl NO CD: 
Z E’ 


L'intégrale ainsi définie est donc une application linéaire bornée du sous- 
espace vectoriel partout dense &,(Z) de L? constitué par toutes les fonctions 
continues et à support compact, dans E’, donc elle peut être prolongée par conti- 
nutté, de façon unique, en une application linéaire continue de £7 dans E’. Nous 
définissons l'intégrale 

[art 
Z 


dune y(.)€eL£ par rapport à gEV x par la valeur pour n(.) de ce prolon- 
gement, où y(.)E LF est une fonction quelconque de la classe y(.); cette 


valeur est bien déterminée, en vertu de (13). De plus, on a alors l'inégalité (13) 


aussi pour tout y(.)eL£. Comme les équivalences (5), (12) et (11) nous 
donnent, pour e; € GB, yek(t=1, ...,n), CEH, 


€ ss] Sc 7] )= (Bent ) Qa, ° 


14 


= [Reon #)=È ces Su > 
Dr onr=(# 3 ae où } 


it 


[der = Eeatro 


[eee intégrale ne dépend pas de la représentation > %e,(.)yi de la fonction simple a )], et 


pour toute fonction continue et à support contenu dans K, on pose 


Jar = lim fod gt yn(S)s 


où {yn} (.)} est une suite de HR simples à supports contenus dans K, uniformément conver- 
gente vers y(. ). Comme 


on pose 


ee sur Bu eemleckK}, 
cette limite existe et ne dépend pas de la suite { yn (-) }. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 3. 92 
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c'est-à-dire LA 

| D eal: | droite À de D, La (E)s di et 
+ | 1=1 k À t==4 

il s'ensuit, par prolongement par continuité et par passage au quotient, que (*) 


flr =f dy © Ly (.)eL£].. 


On a ainsi obtenu le 


Tutorime 2. — L'espace ” est équivalent à l’espace Ver où > + = wa 
L'équivalence f <> g entre ces deux espaces est donnée par la relation 
(14) fy n= far  [rC)el4] 
SL, 
Remarque 4. — Il est intéressant d’écrire explicitement que l'équivalence (14) 


est, en particulier, une isométrie; pour 1<p<-+ cela nous donne, en effet, 
la relation 


n 
= 
_ SUP Diiflea r= sup 
ND ga; xe ) at 4 lyilet \e=a 
P Pash) 7s e; disjoints 


bi disjointsE @ 
pour p=1 on obtient 


IAL ee(-) NII 


|f|| = sup EI (voir aussi la remarque 9). 
e€EB v(e). - j 
ye 
Remarque 5. — On peut procéder aussi inversement. Notamment, on peut 


démontrer d’abord le théorème 2 par une voie directe, en posant, pour une — 
few donnée, À 


df 
ely) =Sloe(.)y] (ee, yEF), 


~ 


et déduire ensuite le théorème 1 à l’aide des équivalences (14), (11) et (12). 


3. Désignons par J;, l’espace de toutes les [classes d’équivalence définies à 
l’aide de la norme (15), des] fonctions æ/(.) à valeurs dans E’, scalairement 
v-intégrables sur Z; muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme 


08) IC sup, fica, 2'(®) >| 4000), 


c'est, comme on le sait, un espace de Banach. 


(7) En outre, il s’ensuit que 


SOBx de(s fre) Pel] 


: +: 
VUS 


(16) mia [| 
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Pour toute re. T de Le (1 <p<+) dans 34, posons 


ren LT: (.)] (6) >| dv (©), 


où le sup est pris pour toutes les 


Dil) @xElLZ QE 


tat 


(Sn). 


ici N, désigne la norme sur Lf QE induite par L?3,. On a évidemment 


telles que 


ITIZIT IL +00. 


 Désignons par G(Lf, 93.) l’espace de toutes les applications linéaires T de L? 
dans 9%, telles que 


(17) Loire 


muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (17). G(L?, Ji.) est 
un espace de Banach. 


Lemme 1. — L'espace G(Lf, Y3) est équivalent à l’espace F(LF6r, L!). 
L'équivalence T<>T entre ces deux espaces est donnée par la relation 


(18) |? & Jil) an) | (£) >) <a, {[Tyi(.)](¢)> presque partout 


14 tt 


[yi (. )eL?, Breet a, Ci n) 
T étant prolongée par continuité à l’espace Ly §_ entier. 


Démonstration. — L’ application T — 1 de G(LF, J;,) dans £ (Li Se, L*), défi- 


nie par (18) est évidemment biunivoque, additive et sur. En outre, comme 


WT = eu. (7 nce) oo) 
(Baues)< tA rt 
Sets: nib (Su ea) | 


v( Driti® wi )et 
= sup dy (¢)=|T |, 


Wi Z 
7 Drugs )< 


os od 


dy (€) 


¥ an [Tr(-)] (> 


Piedad 


246 I. SINGER. 


elle est aussi isométrique, done une équivalence, ce qui achève la démonstra” 


tion. 
Nous dirons qu'une application T de Lr dans 9%, est réguliére, si l’on a, pour 
tout (. )EL*, y(. )ELy et EE, 


(ig) <x, [T(¥(.) x.) ©) =<, HO [Ty (-)] (6) > presque partout, 


L'ensemble de toutes les applications linéaires et régulières de Ly dans Jj,, 
qui vérifient (17), muni des opérations vectorielles aaturelles et de la norme 
(17), constitue un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Banach G (Ly. Jz,), 
done un espace de Banach, que nous désignerons par G,(Lf, 95). 


D'autre part, rappelons qu'on désigne [7] par £, (Liér L') l’espace de 
toutes les applications linéaires continues et réguliéres de Lfg, dans L', muni 
des opérations vectorielles naturelles et de la norme naturelle (c’est un espace 


de Banach); une application T de L£4, dans L' est dite [7] régulière, si l'on a, 
pour tout b(. )EL” et X(. )ELfg,, 


(20) [T(v(.)X(.)) J) = 4(e) LEX (.)] (6) presque partout. 


Lemur 2. — L'espace G,(L?, Jj, est équivalent à l'espace £,(L£8, , L'). L’équt- 
valence T <> T entre ces deux espaces est donnée par la relation (1 8); 


Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 1 et des définitions. 


4. Dans [7] nous avons démontré (voir [7], théorèmes 2 et 4) que l’espace 
(Lrn)’ est équivalent à l’espace £,(L£6r, L'). Rappelons que Me 
®<>T entre ces deux espaces est donnée par la relation | 


(21) (x9, B= [x 010 oe [X (.) EL£Ge}. 
à YZ 


Il s’ensuit, “Ut tenu du théorème 1 et du lemme 2, que l’espace A” est 
équivalent à l'espace G,(Lr, 3.) et que l’équivalence f<>T entre ces deux espaces 
s'obtient en composant l’équivalence f<-® définie dans le théorème 1, l’équivalence 
D <>T définie par (2 1), et l'équivalence T <>T définie par (18). 

On peut aussi exprimer cette équivalence f<>T directement, par une seule 


formule. En effet, en vertu de re (21) ) et (18) on a, pour tout y(. )eLf et 
xek, | 


<x, fly(.)I>=<x.) @ x, ®Y | 
= fo 82] dv(t) 


= [<> ITy(.)] (2) dd). | 


<à = x ee ie (e >; 


ut 


RUES 


MNT 


Ree, Re 
a « 
x 


sat Lea tuna treet 


7 
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On a ainsi obtenu le 


laéorime 3. — L'espace Q” est équivalent à l’espace Gr(Lk; Jr). L’équivalence 
J<T entre ces deux espaces est donnée par la relation 


(22) Ca, AY D>=f <x, [Ty(.)] (6) >4@v(6) [y()elr, @ EE]. 


Remarque 6. — Il est, de nouveau (cf. la remarque 4), intéressant d’écrire 
explicitement que l’équivalence (22) est, en particulier, une isométrie. En 
effet, désignons l’espace & par &A(LP, E’). On peut définir, plus généralement, 
l’espace (Lf, B), où B est un espace de Banach quelconque, comme l’espace de 
toutes les applications linéaires T de Lf dans B telles que 


(2' | ITI <+ 2, 


où l’on a posé 


ñn 


(1') TUE. sup MUL Gei(-) ye] |, 
Np( D Pei (os Jet 11 


= | 
e; disjoints € @ 


muni des opérations vectorielles naturelles et de la norme (2’). (Lf, B) est un 


espace de Banach. Soit, en particulier, B= J;,. Alors on peut aussi définir 
l’espace Œ&,(L?, 9%), comme le sous-espace vectoriel fermé de l'espace 
(Lf, Jz,) constitué par les applications TE A(LF, Jj) régulières. 

Cela étant, du théorème 3 on tire le x 


CoroLLAIRE 2. — L'espace G,(LF, 93.) est identique à l'espace ,( Le, Jz,). 


En effet, en vertu du théorème 3, à toute TEG,(Lf, 9%) correspond biunivo- 
quement une fe & vérifiant (22) et telle que || /|||—=|T|. Par (22) on a, pour 
toutee @, yer, 


| fl e(-) ¥] |e = Up Ce Fl Ge(-) ¥I>| 
= sup | [<a (Meet 10H 


|| |p 


sup [Ce [P(¢e(-) 1) 140) 


ales 
[Tee(~) x) } (-) Île: 
la pénultiéme égalité est immédiate en vertu de 


Ta [Teo nle> 
lis (Ge PT ig OS | 


Il s’ensuit, par les définitions (2) et (2’), que 
I TMF lll © 


248 I, SINGER. 


dou TE,(LZ, Ji,) et, compte tenu de ||| /\|| =|T|, 
TITI: 


Réciproquement, on vérifie facilement que pour toute TEa,(Li, 3%) la for- 
mule (22) définit une application linéaire f de Lf dans E’. Alors les calculs 


ci-dessus nous montrent que 


NANZ=NTI<+e, done fe. 


En vertu du théorème 3 il s'ensuit que 
TeG,(Lé, Je) et |T/=|I|T Ill 
ce qui achéve la démonstration du corollaire 2. 
Il s’ensuit qu’on a aussi le 
Taéorëme 3. — L'espace A? = (Lk, E’) est équivalent à l’espace X,( Lk, 9%). 
L’équivalence f <>T entre ces deux espaces est donnée par (22). 


Remarque 7. — On peut aussi démontrer le théorème 3 par une voie directe, 
et déduire ensuite le théorème 1 à l’aide des équivalences (22), (18) et (21). 
De même, on peut démontrer par une voie directe le corollaire 2, ainsi que le 
théorème 3’. 

Compte tenu du lemme 1, on peut aussi faire (cf. [7 ], remarque 4), la 

Remarque 8. — Pour tovre application linéaire T de Lf dans Jj,, vérifiant 
(17), la formule (22) définit une application f € O’, telle que 

IF ITI. 
5. Le cas particulier où p= 1 sera d’une importance particulière dans le 


paragraphe suivant. Il nous sera donc utile de faire quelques remarques concer- 
nant ce cas. 


Remarque 9 (voir [3]). — On a toujours 
t= £(Lÿ, E’). 


En effet, cette identité résulte de || || ||| /||| (voir Introduction) et de 
Dl Al ge(-) lle LISA D Ne (ees) 90) 
i=1 It 


= AI veo lll SI FIN: (x “on) 


(e;€@ disjoints, y, EF). 
Il s'ensuit que dans le cas particulier où p=1, les théorèmes 1, 2, 3 et 3! nous 
donnent en méme temps des caractérisations de l'espace £( Ly, E’). 


PERM SEER 


oe 


ui ai 


4 
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Désignons par £,(LF, di. )le sous-espace vectoriel fermé de I’ espace £( Lf, 9) 
constitué par les applications Te £(LZ, Jt .) régulières. 


Remarque 10. — On a toujours 
Gr (Li, Si) = A, (Li, db) = LP, (Ld, It). 


En effet, la première identité est un cas particulier du corollaire 2, et la der- 
nière identité résulte des relations 


Pl | T || 
et 


SILT oer (-) 70 lag NTIS Nu Cr) 


4 i—1 


caren 


(e;€@ disjoints, y,EF): 
3. Application : Une généralisation du théoréme Lebesgue-Nikodym. 


1. Soient E et F deux espaces de Banach arbitraires et soit g € V', 9,2), ¢ est-a- 
dire une fonction d’ensemble définie sur @ et à valeurs dans £(F, E’), comple- 


- tement additive et à variation bornée. Alors la fonction d’ensemble u. définie par 


(23) p(e) = sup Ÿ | Ze, 


fi 


£(F,E') (ee), . 


où le sup est pris pour toutes les collections finies d’ensembles disjoints e-E€@ 


telles que e;Ce, est finie, positive et complètement additive sur @, et l’on a 


évidemment 
(24) | IgllemmZute) (ee). 


On dit que g est régulière, si, en outre, pu définit une mesure de Radon (posi- 


tive) sur Z. , 


Lemme 3. — Pour toute gE V,.xx, régulière ul existe une application linéaire 
continue et régulière T de l'espace Li(%.) dans l’espace Jj, (y.), univoquement déter- 


_müinée par g, telle qu’on ait, pour tout y(.)eLi(u) et x EH, 


der = : evils d C 
(25) | (= f 7) ) Je [Ty(.)] (6) > du f 
et que 


(Ft UE ue Tel. (eZ. 
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Démonstration. — Les inégalités (24) signifient que g est lipschitzienne par pe 
rapport à la mesure de Radon positive p. et que | |, (4) —<1- Done, en vertu du Re 
théorème 2, g définit une application fe &‘(u) vérifiant (14) et ||| /||| =|8 3 
Pour obtenir la conclusion voulue, on n’a qu’à appliquer le théorème 3 et la 
remarque 10. 


Remarque 11.— Il peut aussi arriver que 
| TI= 1812 (8) <1. 
On n’a qu’à prendre, par exemple, ‘i an 
Liza! Ona, beh eons E. = Li(fe,.1); A); 
où À désigne la mesure de Lebesgue sur [o, 1], et g.—p.(.)(e€&@); on vérifie : 
facilement qu’alors 
‘ Li 
ee, 
lgl.(H) = a 
2. Soit y une mesure de Radon positive sur Z. On dit qu'une 2€ V'x,r) est | 
absolument continue par rapport à v, si la fonction d'ensemble vu. définie par (23) 
est absolument continue par rapport à v au sens habituel. Dans ce cas, nous 
dirons qu’une application T de Li(p.) dans J;,(v) est régulière, si l'on_a, pour 
tout b(.)EL*(y), y(.)ELp(u) et EE, 
(27) <a, [T(¥G) ¥(-))1 (8) >= <% YO [Ty(.)] (6) > v-presque partout. 
Tutorime 4. — Soit y une mesure de Radon positive sur Z et soit g E V’, xp TEQU- 
lière. Si g est absolument continue par rapport à y, il eaiste une application linéaire 
continue et régulière T de l’espace L;(u.) dans l'espace S;.(Y), univoquement déter- 
minée par g, telle qu’on ait, pour tout y(.)EL}(y.) et x EE, 


8) +; ag} = eee ae | dy 
ai ( Jr) [salty O>a@ 
et que aN | 
5) IT =lel.Q) 2. 


Démonstration. — En vertu du lemme 3 il existe une application linéaire ens, 
continue et régulière T, de L;(u) dans J},(4), telle qu'on ait, pour tout 
7()el(u) et EE, | | 


(3 ) | ; ‘dm — ; To . 

Cr (= à 7@ ) ike [Toy (-)] (6) > du) 
et que Sam | : 
. | Toll=[s].(4) <r. | 

| Nous disons que pour tout y(.)€K,(Z) et 2€E, le support de la fonction. 
: Ge, [Toy(.)]()> est contenu dans le support S(y(.)) de y(.). En effet, en 


~ 


=~ 
cw AE 
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vertu ude I¥(-)=Psouy(-)y() et de la régularité de T, on a 
Ce, [Toy (11) >= <a [Togo 7 (-))] © > 
| ! NE, Psa) (©) (Toy) (¢) >; 
ce qui nous montre que pour C€&S(y(.)) on a nécessairement 
C2; [Toy (-)] © >= 0, 
d’où l'affirmation, puisque S(y(.)) est fermé. Nous utiliserons cette remarque 
dans ce qui suit. 
Comme y. est absolument continue par rapport à v, il existe, en vertu du théo- 
réme de Lebesgue-Nikodym ([1], chap. V, § 5, n° 5, théorème 2), une fonc- 
_tion «(.) localement v-intégrable sur Z, telle qu’on ait, pour tout 7(.)e X,(Z) 
etxeE, | 


(31) ike Toy (TO) ae) = face, [To ()] (0) > 4v(0) 


SE NSE 


LEE 


= [<2 2@[My(NO> a. 


. Posons, pour tout y(.)E€K,(Z) et xe, 

(32) Ce [Ty()] ©) >=< a, #(€)[Toy(.)] (©) > y-presque partout. 
L'application T de K,(Z) dans J;,(v) définie par (32) est linéaire, puisque T, 

lest. En outre, comme T, est régulière, on a pour tout y(.)E€KX,(Z), EE 


et YC. )EL*(y), 


ERP APRES BCE GI AR 


y-presque partout. 
Il est facile de voir que T est aussi bornée sur ,(Z). Posons, en effet, 


EE K,(Z) et eH, 


_ 06) es 
Me Tia, (Ty) >1 Roya he pa to t(2=0) 


Comme le support de 4,(.) est contenu dans le support de y(.), et comme 
|v.(C)| Zt, il résulte alors, par (33), (32), (31) et (30), que 


| fixe [Ty(-)] (0) >| dv (6) = faute <z, [Ty ()] (6) > (€) 
a 72 2 
D | af Ca PHO MOH 


#. (33) Ca [TOI ED =<, «(0 [Tob (1 ED 
2 | =2(0)<#, [Tb x1 ©> 
ee | Se Tyy(.)}(0)> 
eS. =<a, ba [Toy ()] © D 
a =<#, ¥(O[T¥()]©> 


ce [To Qu (37 CD] (O > ae) 


= (2 Let @7® Ze BONUS), p) 


_  ÆAzligl (Nir), p), 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Faso. 3, 33 


Supposons, en effet, qu'on a (28) pour 


PR REM EN i aS 
oN \ > F3 ; vi 
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d’où, pour tout y(.)EK,(Z), 


sep, le (D1) 14 ©) Zlel. NGC) BD 


Il s’ensuit que T définit, de façon unique, par prolongement par continuité 
à Pi(u) et par passage au quotient Li(4), une application linéaire continue 
de Li(u) dans %i,(v), que nous désignerons encore par T, vérifiant (28) 
[puisque voir (30), (31) et (32)| et 


ITS le (v)- 
D'autre part, on a aussi l'inégalité opposée — 
|gl.(#) LIT |}, 


donc (29); en effet, cela résulte du théorème 2 combiné avec la remarque 9 et 
du fait qu’on a, pour tout y(.) EL; (u.) et tout EE tel que ||a|| 1, 


Cs [ere )|= 


2 sup NERS [T ¥(-)] (6) >| dv(o) 


i1æ||<1 


Z|TIN; GC (-), a). 


ike [Ty(.)] © > d (6) 


En vertu de (33) et (29), l'application T définie ci-dessus est aussi régulière. 


Montrons enfin, que l'application T est univoquement déterminée par g. 


T,T,ef,(Li(u), #4, (v)). 


Compte tenu de la régularité de T et T, on a alors, pour tout d(. Yel), 
—y(.)EL (yp) et rEE, 


[race LAOIORETOES RIT NO be) 


4 | =(s favor \=fmooyon (£) dv(¢) 
| = free [Ti (1 > (6), 


d'où, pour tout y(.)eLi(u)etxeE, 


<a, [ [Ty(.)] (O2=<e, [Tiy()] @> _ presque parton, 
done 


cp, feet [Ty (-)] (6) = <a, [Ti y(. 1%) SE) — 0. 


“rs SES * 
1] 
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Or, + signifie qu’on a, au sens de la norme de 44,(v), 
TrO)=Tiy()  [y()el;(p)} 


c'est-à-dire que T—T,. 
Le théorème 4 est démontré. 


4. Le cas particulier où les espaces E et F sont séparables. 


1. Déduisons d’abord des résultats ci-dessus le théorème de représenta- 
tion (A) (voir l'Introduction) (*). Nous nous bornerons à démontrer la néces- 
sité de (3), puisque sa suffisance est immédiate même dans le cas général où E 
et F sont deux espaces de Banach arbitraires. 


Soient donc E et F séparables. Dans ce cas l’espace F @ E est séparable, donc, 
en vertu d’un théorème de R. Fortet et E. Mourier [5], toute forme linéaire 


continue ® sur L/4. s'écrit sous la forme 


FÔE 


CON PET RCE TOPIC elege) 


où X’(.) est une application faiblement mesurable de Z dans (F @ E)’ telle que 


Np (X’(.)) < ++ 90 (F+5= 1) 


et que 
|| ® |] = Np (X"(.)). 


on par l'identification bien connue des espaces (FE) et SALE EH’), à 
chaque X/(€) correspond une U(C)EL(F, EK’) telle que 
<2, U()r>=<r7@z,X'(4)> (YeF,zeE) 


et que 
RU |=) |. 


Par conséquent, on a aussi 
<a, US) () > HK IE) @%, X'()>. (y(.) ELF, EE) 


et 
Npr(U(.)) = Ny(X'(.)). 
a aE 
(8) Nous n’examinerons pas dans ce travail le problème des conditions plus larges sur Eet F dans 
lesquelles restent encore valables le théorème de représentation (A) et les corollaires qui suivent. 


rae [LU ed ae AU CR \ iM ae ee UNS L “ew © ANA LE Dias Ra i ri Le ” 

AA EU CA EP SAR RES RE DE PRE TERRE RE SAONE . 

aul A } A : : ] Les RON AE DAC ET CN Es H Wh tity 

LE a ¢ : + \ D AA AR : ch er ti 
"hated ‘ F a . 

‘ « ) 


es ke Ath 
254 i daar 
oi Cela étant, soit fE 4”. En vertu du théorème L il s'ensuit qu’on a 4% 
vb à 6x, fly =<) Ox 5) 
ee = [<r Ox XO) >a) 
FAT Z 
; =[ <7, UO IOI HO 
: Z a 
ig he, et que 
sa | =F = NR) =N, UC), 
Re sl ce qui achève la démonstration du théorème (A). 
2. En vertu du théorème 2 onale 
Conottame 3. — Soient les espaces E et F séparables. On a ge VE pas | 
où = + 5 — 1) st, et seulement si, il existe une application U(.) de Z dans 
£(F, E’) telle que N,(U(.)) << + et qu'on ait, pour tout y(.)Ele et cEEH, 
34) , | dgey(t) \= | <x, U £) > dv(f). | 
D (2, fo veo) [@voro> Le ESS 
Dans ce cas on a 3 | 
(aay se." [gle = Ny (UC). 


C’est une généralisation du théorème classique de F. Riesz sur I’ FAUEENE 
des espaces L” et V’(p'>1). 
En vertu du théorème 3 on a le 


CoroLLAIRE 4. — Soient les espaces E et F séparables. On a TEG,( Li, 5) st, 
et seulement si, il existe une application U(.) de Z dans £(F, E’) telle que 
N»(U(.)) << + et qu'on ait, pour tout y(.)E Lk et ER, 


Go) f a [THM OO) = [Ke Ur). 
. Z ; Z 


Dans ce cas on a LE 
(37) | É » | T|=Np(U(.)). | Va 


Remarquons ¢ que lorsque E est séparable, une application T de Lf dans J, est 
| régulière si, et seulement si, pour tout U(.)EL* et y(.)eLX, 


[T 4. )¥C)IG) =) [Ty (.)] (6) presque partout. 


Nous dirons qu'une application linéaire T de l’espace L£ dans I’ espace Jy, est 
décomposable, s’il existe une application Wes de Z dans a(R, E'), telle au on. 
ait, pour tout y(.)EL}, EE, 


a 


LOUE LS, Ca Ty OO) Ze, WOO) presque partout. te ; 
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Remarquons que, lorsque E est séparable, T est décomposable si, et seule- 
ment-si, pour tout y(.)ELf ona 


(387) [Ty()I(O =U(E)>(E) presque partout. 


A l’aide du corollaire 4 on peut aussi démontrer le 


COROLLAIRE 5 (°). — Soient les espaces E et F séparables. Une application 
TE G(LE, J;,) est décomposable si, et seulement si T € G,( Lf, Ip). Dans ce cas on a 
T|=N,(U(.)), 


où U(.) est l’application qui figure dans (38'). 


Remarque 12. — Réciproquement, chacun des théorèmes 2 et 3, conjointe- 
ment avec le corollaire 3 respectivement 4 (ou 5, qui implique le corollaire 4 
comme on le voit sans peine), entrainent le théoréme (A). 


3. Il est facile de retrouver les théorèmes du type Lebesgue-Nikodym donnés 
dans [3] (voir [ 3 |, théorèmes 1 et 2), comme cas particuliers des résultats du 
paragraphe 3 du présent travail. Nous omettons les détails. 

Mentionnons aussi le fait suivant : si E’ est séparable et si la mesure v est 
bornée, on a Jy, = L;,; d’autre part (vor les remarques 9 et 10) on a toujours 


U=eL(Li,E) et G,(Li, o4,)= ¢,(LA, 54). 


Par conséquent, sz H’ est séparable, si la mesure y est bornée et st, en outre, F=K’, 
le théorème 3 constitue une amélioration d’un théorème de J. Dieudonné ([ 2 ], 
théorème 2) concernant la représentation intégrale des applications fe £ (Ly, F) 
moyennant les applications TE £, (Ly, Ly). 

Pour d’autres cas particuliers des résultats de ce travail, voir aussi la fin du 
travail [ 7 |. ; | 

Signalons, enfin, que le cas des applications de L£(12<p<{ +0) dans un 
espace de Banach quelconque E sera considéré dans un autre travail. 


BIBLIOGRAPHIE. 


[1] N. BourBaki, /ntégration, Éléments de Mathématique, livre VI, chap. I-IV, Paris, 1952; 
chap. V, Paris, 1956. 
[2] J. Dreuponné, Sur le théorème de Lebesgue-Nikodym. Ul (Ann. Univ. Grenoble, t. 23, 
1947-1948, p. 29-53). 
a re 
(2) On peut aussi démontrer, par une voie directe, un résultat plus général, mais nous ne nous 
occuperons pas de ce problème dans le présent travail. Le corollaire 5 peut aussi se déduire du 
lemme 1 et d’un théorème de décomposabilité, connu, des éléments de # (LS Lt). 


(C. R. ns (er t. 248, pe da 1964), 

[4] A. Grornenpieck, Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques 
(Bol. Soc. Mat. Säo-Paulo, t. 8, 1956, p. 1-79). \ | 

[5] R. Forrer et E. Mounier, Résultats complémentaires sur les éléments Ro dans - 
un espace de Banach (Bull. Sc. Math., t. 78, 1954, p. 14-30). , 

[6] I. Sincer, Sur les applications linéaires majorées des espaces de ne continues 
(Rend. Accad. Naz. Lincei, t. 27, 1959, p. 35-41). 


[7] I. Singer, Les duals de certains espaces de Banach de ie seo de vecteurs. nu (Bull 
Sc. Math., t. 83, 1959, p. 73-96). 


¥ 


Y 
aN 
x 
> 
= 
= 


#1 


ae 


om ep 


Re 


© 


‘tn 


"Lt. 


* 


Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 
3° série, t. 71, 1960, p. 257 à 280. 


SUR LES CERCLES DE REMPLISSAGE 
NON-EUCLIDIENS 


Par M. L. H. LANGE. 


Inrropuction. — Les recherches exposées dans ce Mémoire concernent en 
premier lieu certaines familles de fonctions holomorphes et non bornées dans le 
cercle unité. Dans la plupart des cas, nous traiterons de fonctions caractérisées 
par une hypothèse concernant leur comportement sur un chemin spiralé à l’inté- 
rieur du cercle-unité qui s'approche asymptotiquement de la frontière de cet 


ensemble. Quelques-uns des résultats constituent des analogues non euclidiens, 


semblables à certains théorèmes classiques sur les fonctions entières. (On a 
annoncé une partie de ce travail dans [10].) 


Si g(z) désigne une fonction entière, nous savons que, dans un voisinage 
arbitraire V de z= oo, la fonction présente le « comportement de Picard », 
c’est-à-dire que, pour toutes les valeurs complexes et finies, a, avec une excep- 
tion au plus, l’équation g(3) = a à une infinité de racines dans V. M. Julia a 
prouvé que, pour g(z), il existe au moins une demi-droite A allant de l'origine 
vers l'infini, ayant la propriété que, dans n'importe quel angle positif ayant son 
sommet à l’origine et dont A est la bissectrice, g(z) présente le comportement 
de Picard, g(z) = a a des racines dans cette portion du plan ([8]). 

Ce théorème a été précisé par M. Milloux ([11 Jet [12]) qui a prouvé l’exis- 
tence pour g(z) de ce qu'il a appelé les cercles de remplissage, éléments d’une 
suite { C, } de cercles du plan de z dont les centres 3, s'approchent de z=; le 


cercle C, est vu de l’origine sous un angle «,, où lim &,—0; dans le domaine C,, 
n>o 


| g(z) prend toutes les valeurs æ pour lesquelles |#|< es avec l'exception pos- 


sible d’un ensemble de valeurs pouvant être enfermé dans un cercle de 
rayon > 0, ou lim p,— 0. 
PEER GR, 
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En 1959, M. W. Seidel, considérant le cercle-unité comme un plan non eucli- 
dien de la variété de Poincaré, et se servant de la théorie des familles normales 
de M. Montel, a prouvé des théorèmes analogues à celui de M. Julia. Il a montré 
que si fE%, où & est une certaine sous-catégorie de la famille des fonctions 
holomorphes et non bornées dans |3|<{1, il existe une spirale, S,, s'appro- 
chant de |z|==1 asymptotiquement, ayant la propriété que, dans la réunion de 
tous les disques non euclidiens ayant leurs centres sur S, et tous le même rayon 
non euclidien positif arbitraire, la fonction f(z) présente encore le comporte- 
ment de Picard (théorèmes 4 et 3 de [13 ]). 

= Parmi les principaux résultats de ce travail, on trouvera, parallèlement, un 

théorème analogue au théorème de M. Milloux avec introduction du concept 

5 «d’ensemble de disques-e » défini plus bas (§ 4) ([10 1). On ne s’est pas servi, dans 
| cette étude, de la théorie des familles normales. On a obtenu les résultats, y 
| compris un principe général sur les phénomènes des angles de Stolz, au moyen 
+ | d'applications variés de certaines formes non euclidiennes du théorème de 


ATOS Schottky. ; 

BE Comme certains éléments de la méthode utilisée dans cette étude sont dans 
Eu leur esprit parallèles aux méthodes employées par Valiron dans son traitement 
AY ng des fonctions entières, ce que nous lui devons est évident. Nous tenons égale- 
ae ment a exprimer notre gratitude envers M. Seidel qui n’a pas seulement décou- 
Me 3 . vert un théorème analogue a celui de M. Julia, mais nous a aussi suggéré 
FAUNE d'étudier les cercles de remplissage de M. Milloux. 

AE i 

de 1. TERMINOLOGIE. — On trouvera certaines des définitions données dans ce 
ke: | paragraphe, dans [13] et dans [6], tandis que d’autres nous sont propres. 
aa Nous allons traiter de fonctions caractérisées par une hypothése concernant 
ee _ leur comportement sur une spirale, intérieure au cercle-unité, qui s'approche 
ee: asymptotiquement de la frontiére de celui-ci. Une spirale sera une courbe 
T4 | simple définie par une équation s = C(t), où ot < a, et C(t) est une fonction 


et 


AS PRE UE 
“ 4 Fo 


continue à valeurs complexes ayant les propriétés suivantes : 


RMI TUE hit lim arg €(¢) =o. 
i>» t>o 


“+ 


EL RE 


ter 


en” 
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Nous nous servirons d’une métrique non euclidienne. (Pour une discussion des 
sujets de géométrie non euclidienne traités dans cette étude, on renvoie le lec- 
i teur à [4], [5] et [9].) Ainsi, si z) et s sont deux points à l’intérieur du cercle- 


ery 


Saige 


NE I DL. F4 g 
unité, le nombre d(3,, 3) — ; log —". où u= = 


02 


» est la distance non 


euclidienne (hyperbolique) entre ces points. 
Il importe que cette métrique soit invariante pour des déplacements rigides 


non euclidiens. C’est-a-dire que, si h(z) = eï* = —= alors 
I—Cz 


A(51, 52) =A(h(%), h(a). 
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En outre, il importe également que cette métrique soit additive, c’est-à-dire 


que, si le point z, est placé sur le segment non euclidien réunissant les points z, 
et z,, alors: 


d(31, Sy) + A( 59; 33) = (Gs, 2), 


S1 A et B sont deux sous-ensembles non vides de |=|<C1, nous posons 


d(A, B) =inf{ d(z, 2') | zEA, z'EB}. 


Si A=} 3}, c'est-à-dire que, si A consiste en le seul point 3, nous écri- 
rons d(z,, B), au lieu de d( | 5, }, B). 
Soit la spirale S définie par l'équation s= C(t). Étant donnée une valeur ¢, il 


existe une première valeur de 4, soit #’, telle quet < ¢' etarg C(t’) =argC(t) +27; 
dans cette étude, nous utiliserons le symbole ¢' si, et seulement si l’on attribue 
a ¢’ ce sens particulier. Ceci fixé, nous définirons avec M. Seidel les expressions 
pratiques suivantes pour mesurer « l’étroitesse » de la spirale S. Nous posons 
B(S)= Jim d(¢(t), £(#)) 
Ee it 


et 
p.(S) = lim d(£(2), e(#)). 


Parfois, lorsque le contexte ne permettra aucun doute, nous remplacerons, 
u.(S) par u., par exemple. 

Comme c’est Valiron ([15 | et [16]) qui a prouvé l'existence de fonctions qui, 
quoique holomorphes et non bornées dans le cercle-unité, demeurent néanmoins 
bornées sur une spirale, nous utiliserons le symbole (V, 1: << ) pour la famille 


de toutes les fonctions holomorphes et non bornées dans le cercle-unité pour 
chacune desquelles existe une spirale S pour laquelle ».(S) < , et sur laquelle 


la fonction reste bornée. De même, si le premier terme de notre symbole est V”, 


au lieu de V, le symbole indiquera la famille des fonctions holomorphes dans le 


. cercle-unité qui tendent vers l'infini sur une spirale de cette sorte. Par exemple, 


nous pourrons parler de la famille (V*, 5 —0o). En outre, il sera parfois 
opportun d'utiliser un symbole semblable en parlant d’une spirale spécifique. Par 
exemple, nous écrirons fE(V*, S, 4 = 0) si la fonction f est holomorphe, non 
bornée dans le cercle-unité et tend vers l'infini le long de la spirale spécifique S 
mentionnée dans le symbole. Notons que la famille #, mentionnée dans l'intro- 


duction, est la famille 
F=(V, p<o)U(V, p<œ). 


Dans la suite, & aura cette signification. 

Soient S une spirale donné par z ={(¢), o<t< oa, et f(z) une fonction 
donnée, définie pour|z| <1, telle que lim /((¢)) =», nous appelons le nombre», 
: es . . . 
la valeur asymptotique de f(z) le long de S. Les différentes familles de fonctions. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVU. — Fase. 3. | 34 
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dont nous parlerons sont non vides : cela peut se déduire des travaux de 
MM. F. Bagemihl et W. Seidel, qui ont obtenu des exemples de fonctions holo- 
morphes et non bornées dans le cercle-unité et qui possèdent des valeurs asymp- 
totiques, finies ou infinies, données, sur n’importe quel ensemble dénombrable 
donné de spirales disjointes (cf. le corollaire 1 de [3]), aussi bien que sur cer- 
tains ensembles de spirales disjointes ayant la puissance du continu ([2]). 

Si S est la spirale mentionnée ci-dessus, nous désignerons par S(t ¢,) une 
certaine « queue » de la spirale S; c’est-à-dire l’ensemble de tous les points 
sur S pour lesquels 44. Si o 4 <<, et si nous posons S‘'=S(t~4%), 
alors S’ est elle-même une spirale selon notre définition. 
z|=1, l’ensemble de tous les points zde |3| <1 


Étant donné un point + sur 
pour lesquels 


T = R Tr 
SR Sees arg CE 2) SP ESE Lacs, 


où « et B sont des angles donnés et € est assez petit pour que la frontière de 
l’ensemble ainsi défini n’ait que le point + de commun avec | z|=1, s appellera 


.un angle de Stolz en =, et sera symbolisé par A.. Si « —— 8, l’ensemble ainsi 


défini s’appellera un angle de Stolz symétrique de sommet + et d’ouverture 2 6, 
et sera symbolisé par A, 8. 

Si A est un sous-ensemble de |z|<1, A représentera la fermeture de A (ou 
ladhérence de A), c’est-à-dire, le plus petit ensemble fermé contenant A. SiH 
est un sous-ensemble quelconque de |z|<1 tel que H ait au moins un point 
commun avec |z|—1, nous désignerons par R(f, H) l’ensemble de toutes les 
valeurs complexes a pour chacune desquelles il existe une suite de points { 3, }, 


avec 3, EH et lim | z,|=1, telle que /(z,) =a. 
n>ox 


Si F est l’ensemble de tous les nombres complexes finis et si E est un sous- 


ensemble de F, le symbole € E désignera le complément de E relatif à F. En outre, 


le symbole A(E) désignera le diamètre de E, c’est-à-dire 


A(E) =sup}|s—s'| 5, s'eE}. 


Soit d,, un nombre positif, nous définirons par le symbole C(z,, d,) l’ensemble 


C(30, d)={3 | d(So, 5) < dy} 

dans lequel le terme 3, désigne un point intérieur au cercle-unité. Ainsi, C(36 do) 
est le disque non euclidien ouvert dont le centre non euclidien est en z= 3, et 
dont le rayon non euclidien est d,. Pour indiquer la fermeture d’un tel disque, 


_ nous utiliserons le symbole C(z, d,). Nous adoptons la convention commode que, 


désormais les termes « disque », « centre », et « rayon » devront étre entendus dans 
le sens non euclidien, sauf s'ils se rapportent au cercle-unité lui-même. 


242) [F(e)|< (A. 
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2. LEMME FONDÉ SUR LE THÉORÈME DE SCHOTTKY. 


Lemme 1. — Soient 1 et 2 deux nombres tels que o < 7 À ©. Soit f(z) une 
fonction holomorphe dans le cercle C(z, À), ne prenant pas les valeurs o et 1 
dans C(z5, À). On a donc , 


(1) PGM (A, [ f(s.) | A) pour- se C (0 2) 


À étant une constante supérieure à 1. De plus, si la condition 


PACONEATAIUES 
est vérifiée, avec 


th À 
per re ih Tis 


et A’ est une constante supérieure à 1, on a 
GIy AC) <I] f(2)| pour seC(a,A—H), od E(n, 4) ne *. 
[Nous désignerons par R(n, À) la réciproque de En, i). | 


Zip 


Démonstration. — Si t= 


=—> nous posons ¢(¢) = f(z). La fonction g(Z) 
est alors holomorphe en |¢| << c= tha, g(o0) = f(z), et g(C) ne prend pas les 
valeurs o et 1 pour |¢|< a. 

Posons maintenant F(C) = g(oC). F(C) est holomorphe pour | ¢| <1 et, puis- 
qu elle ne prend pas là les valeurs o et 1, nous pouvons appliquer le théorème 


de Schottky et écrire 
ead 


F(o)|+AYTRT, 


ce qui est valable pour tout | ¢| was 1, A étant une certaine constante supérieure 
à 1. (Cette forme du théorème de Schottky se trouve dans [14]. Pour la biblio- 
graphie, vorr [7 ].) 

Revenant à la fonction g(C), nous obtenons 


(2) Ig(O|<A-lgo)|+A) ©, 


valable pour |¢|<c. : : 
Si nous prenons 5’ fixe vérifiant o < a’ << 5, nous aurons 
| | i, 
Ve 
a 


(3) bey <A deo) LEA) 


_ valable pour |¢| =’. 


RS. rh - 
A A a 
ERP 


be 
Ba 


SD Acie fa nl À 


a5 
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Posons o/= th i, un calcul élémentaire montre que nous pouvons écrire Ms oe? 
‘4 

(4) lg (t) |< (A. [g(o)| + A)A*4,. 
pour spus MIÉS 2. La relation (4), traduite dans les termes de notre fonc- 
tion f(z), donne la relation (i) du lemme. ae | | 


Afin d'établir la partie (ii) du lemme, nous observerons d’abord que, dans (1), 
F(£) et F(o) sont permutables. Pour justifier cette remarque, considérons 
la relation (1) pour une valeur fixe € —&;, [6 | 1, et utilisons le mouvement 


ee Ensuite définissons la fonction G(£) en 


RE © | ‘ wa 


non euclidien défini par t= 


posant G(¢)=F(¢). Donc, G(¢) est holomorphe pour |¢|<1 et n’y prend pas 
les valeurs o et 1. Puisque G(— ¢,) =F(o) et G(o)—F(&), la rélation 


1+1—%| ! k 


| G(— &)1<(A.1G(0) | + AT T 


’ 


montre que nous EEE écrire 


IS 


| F (0) | < (A. | F(&) | + AJ, 
Ceci nous permet de pormnter, les valeurs g (0) et g(o) de (3), Re: et 


en posant maintenant o/—= th(A — 4), un teil élémentaire montre que 


LR (n à) 


1g(o) |< (A. |g(E) + A)? pour tout |¢|<th(A — 7). ie 


Puisque A.|g(¢)|+ A < CF pour Is® | me 2A, nous trouvons mainte- 
nant que l’inégalité | 


(5) RTS eT. pn 


est valable pour tous les ¢ de HEC qui vérifient l'inégalité 
HOIBETS 


Puisque 


décroit dans OLT<1, les conditions FOR et 


| Io |Z’ th(A —») entraînent 


ee poset 
ee H " 
Iso) F241 (0) | * 
Si nous permutons Les: valeurs g(0) et © de @ et si HO nous Pe 
pouvons écrire | a 
. € ka | ( A RIRES ; die: eam 
| 1 +2 A ‘Le 3 a) : es. “3 A 
LOSERS OSE IO SAMSON = "7 <a) ieee 


ual 
4 
= 
x 
> 
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Ils ue que 2A est vrai pour tous les € vérifiant [C| 0’, pourvu 
que |g(o)| soit assez ne pour vérifier l'inégalité 


7 
(7) 2AP+A<|g(o)| "5. 


Puisque 0 € ~ <1, la relation (7) est vérifiée à condition que 


e 
== 
o 
SARA << | 2(0)| 2%, 
valable à son tour si 


ova 


1<9< A’= (2A?+ A)?< |g(0) ies 


Enfin, si nous traduisons cette derniére relation et la relation (5) dans les 


termes de f(z), nous voyons que toutes les propositions du lemme 1 ont été 
démontrées. 


3. LEMME CONCERNANT CERTAINS COUPLES DE POINTS. 


Lemme 2. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans |z| <1. Soit u., un nombre 


ibe O< io ef} 2, | N= 1,2...) une suite de points telle que : 
(1) lim | f (Zn) | = ; 
7 à n> 
(2) pour chaque n=1,2,..., l’ensemble C,— C(z,, po) contient un point C, 


RO Gn Vo ou f Jeri) == 5 


(3) pour chaquen=1, 2, ..., le point €, est tel que 
Aan Gah min a ans s) ACT ou J(s) Tr 


Alors, étant donnés les nombres arbitraires L, €, d , pour lesquels onao< te 0, 
Ogre << D, 0 a 0<1, il existe deux pointe C, Z tels que : 


(4) À C=n,€ {fn} Pour une certaine valeur ny; 

(5) | | ta ipetur 

(6) le point Z est tel que d(C, Z) << e et se trouve sur le segment non euclidien qui 
OU BO Ga G5 


(9) pour zEC(4,,, d(z, Z)) nous avons |f(3)| > L. (il est Pre que ce 


cercle se réduise au seul point 3,,— ZL.) 


Remarque. "| Jéonte, en particulier, de la re (7) que|/(2)| > L 
et c’est ce cas particulier que nous utiliserons dans nos premières applications 
du lemme 2. C’est dans la démonstration du théorème IV, ci- -dessous, que nous : 


aurons besoin de la propriété ( 7) telle qu “elle est exprimée ici. 


t À 


la suite partielle {%,, | k>~ky}-par {a | t=1, 2,°.-.}- 
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Démonstration. — Pour chaque n=1, 2, in bs POSODS'T, == Cars ¢,). Puisque 
02 7,< Uy, pour n—1, 2,..., il existe une suite partielle {7,, | A=1, 2, .… \, 
extraite de la suite {7,}, qui tend vers un nombre, o LET ZAR 

Si to, notre lemme est démontré, .par suite de notre définition des 
nombres 7, et de notre hypothése (1). Pour toutes les valeurs assez grandes 
de #, les choix €=€,,, et Z= 3, seront suffisants. 

Sio< +o, il existe une valeur #, de &, telle que, pour tout 4», nous 


I re J . 
; TT : rons 
avons 0 € =< En bo. Pour la commodité dans la suite, nous représenteron 
Appliquons maintenant le lemme 1 aux disques C(3;,, ti), 7=1, 2, ..., dont 
chacun ne contient aucun point 3 pour lequel f(z)—0 ou f(z) =t. Pour cela, 


à LA 
prenons ¢’ tel que o <e'<min(, 57) Nous avons alors 0< 2 < 7;< py <<, 
v 


pour tr, 2, .... Done, en appliquant le lemme 1 au disque C(3;, 7;), pour 
== 142, 2 -ANOUS avons | À 

(8) Fi | f(a) [PO = | f(s) PO < | f(s)| pour «€C(s, —#), 

pourvu que 

(9) as Lf Ggahbee (AYR 


soit vérifiée. - 
Nous montrerons maintenant que (9) est vraie pour toutes les valeurs assez — 
grandes de z. Il en découlera que l'inégalité 


(10) F< | f(s) | | 


“est vraie pour 3EC(3;, t;— ¢’) et assez grand. 


Puisque 


lim tht;= tht et lim th (t;— 2’) = th(t — ¢’), 
i> x i>« \ 


nous aurons 
Ho TES TS ou: 
i>+n 


D'une part, la partie droite de l'inégalité (9) est bornée, d’autre part, la 
partie gauche tend vers l'infini par suite de (1); il s’ensuit que (9) est vérifiée 
pour z assez grand. , | SE 
Représentons par Z; le point du segment de droite non euclidien joignant s, 
à G;, point pour lequel d(z;, Z;)=7;—¢', t=1, 2, .... Si nous observons 


maintenant que limF;= et que lim|¢;|=1, nous constatons que, pour z 
i>o \ 


i+oa 


supérieur ou égal à une certaine valeur £,, les choix = {Z, tr Z; seront en 
accord avec les exigences de notre lemme. Le lemme 2 est démontré. [Dans la 
suite, on utilisera € ou &, et Z ou Z, de façon à rappeler ce lemme; f(£) = 0 ou 


SO) =1 et | f(Z)| est grand.] 
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/ HS | 
4. L'EXISTENCE DES DISQUES-0. 


Dérinition (R). — Soit f(z) une fonction à valeurs complexes définie pour 
|3| {1 et prenant ses valeurs dans le plan de w. Nous dirons que f(z) possinE DES 
DISQUES-p sz, étant données les suites {L, | v=1, 2, ... eke | Shy ea Toy) ns 
où 
(A) Relies nae wen ee De Tee 2 Lin lise. 

V+ ! 
et 
(B) Se D one Loin lim, 
V5 


ul existe une suite {D, | y==1, 2, .. .} de disques ouverts, D, = Boa Gy 8) Ey 
dans le cercle-unité, ayant les propriétés suivantes : 


(C) Syl TE | (Ds Le Gan 
(D) mos en 
: V5 


(E) dans chaque disque D,, »—1, 2, ..., la fonction f(z) prend toutes les 
valeurs w telles que | |< L,, avec l'exception possible d’un ensemble de valeurs, 


&,, dont le diamètre vérifie l'inégalité A(E,) < _ Nous appellerons une telle 


suite | D, }, ou une suite partielle |D,, | k==1, 2, ...}, extraite de la suite { D, }, un 
_ ENSEMBLE DE DISQUES-2 POUR f(2). 


DÉFINITION. — Étant donné un ensemble de disques-p pour une fonction f(z), 
soit}, | v—1, 2, ...} l’ensemble des centres de ces disques qui s’appellera wn 


ENSEMBLE DE POINTS-© POUR f et chaque point €, s’appellera un poINT-9 Pour f. 


Remarque 1. — Nous utilisons ici le terme « disque-s » à cause de l’analogie 
avec les cercles de remplissage classiques de M. Milloux. 


Remarque 2. — Nous voyons immédiatement que les suites {D,} et {D,,} 
vérifient l'équation 


DETTES 


Vel ln 


et que cet ensemble ne comprend qu'une seule valeur complexe finie au plus. 


Remarque 3. — Il est, bien entendu, possible de donner d’autres définitions 
pour notre « ensemble de disques-¢ ». Il est par exemple possible d'éviter une 
mention explicite des conditions (G) et (D), ci-dessus, puisqu'on peut déduire 
ces propriétés en considérant des sous-ensembles des ensembles de disques-p 
convenablement définis. 


PAR M fete ee ee Seg Retr eek NT RE vege SAUER : 
v } f | ; x LU a cm 5 
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Arrivons maintenant à un théorème fondamental : aah Nah fen) À 

. * à nt 

a Tutorime I. — (Principe d’existence des disques-p.) — Sout f(z), une fonction ‘4 

_ . holomorphe dans | | 1. S'il existe une constante |), 0 << po © , et une suite de \ 
| 4 . ‘ 
FE points {z, | n==1, 2, ...} tels que: aa 


ry 4 i | (1) os flea) peas 


+} ADS (2) pourn=1, 2, ..., il existe un point C,E€C,=C(4n, bo) tel que f(C,) = 0 
a | ou 'f( Cn) 13 | 


à rs (3) pourn=1, 2, ..., le point ©, satisfait à la condition 
D Fay d (Sn) Gn) = min {d(s,, 5) | f(s) =0 où f(s) =", | 
ae alors, il existe une suite partielle {C,, | v—1,2, ...}, extraite de la suite #3 


{C, | m=1, 2, ...}, qui forme un ensemble de points-9 pour f. 


Remarque 4. — Si une fonction f(z), holomorphe dans |3|<{1, satisfait 
à (1) et (2) du théorème I, nous pouvons supposer naturellement qu'elle satis- 
fait aussi à la condition (3). Ceci a pour conséquence immédiate le 


CoROLLAIRE I. — Sz f(z) est holomorphe dans | 3| <1 et satis ‘fait aux conditions 
(1) et (2) du théorème I, alors f(z) possède des disques-o. 

Cependant, le théorème I n’affirme pas seulement l’existence d’un ensemble 
de disques-p pour une fonction donnée mais il renseigne aussi sur da position de * 
cet ensemble. 4 hae 


Démonstration. — Puisque l’hypothèse du théorème I coïncide avec l’hypo- 


< |! ; € a aes 
thèse du lemme 2, nous savons que pour les nombres donnés L*, 2 6 satisfaisant 


\ 


aux conditions 1CL*<oa, 0€ a: ase <1, il existe un couple de 


points €, Z ayant les propriétés suivantes : 


(4) | = € { En } pour un certain 7; « 

HD TUE | [t|>9; | 
(6) Z se | trouve sur le feront de droite non euchidienne joignant.s Zn, a a aa.) ; | 
et satisfait à d(C, Z) SES = =e patie 


16 ) pour 2€ Ga, d(an 2 Z)), nous avons | | : - 
HOT | 


Si nous, admettons maintenant que la fonction /(s) ne prend pas, dans le 
cercle -C(¢, 24 les deux valeurs distinctes a, et à, alors la fonction 


+ 


g(3)= + aie “, holomorphe dans ce cercle, n° y prend pas les valeurs o et 4 


(12) 4: En | Sf 
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7 d 


Done, en appliquant le lemme 1 à g(3), on voit que, pour sect, 


<(A. f() =a 


dg — Ay 
En tenant compte de (6) et (7) et du fait que FCG) == 0 ory (CC). eon 


(a) Seen 
ay — Ay 


M 
+A) ’ où M~e-+ 0, 


‘obtient en particulier 


(8) LP) Te | G+ola|+{al)" 


Si nous admettons maintenant que 1 L<o et que 
(9) Jal<b,  [elkL  ja—alsp 
il résulte de (8) que | 
L'< L-+ AM, LM (4 LME (4 AL. 
Donc il est nécessaire que 


_ a 


Ks / es L*) — AG 
(10) A(e, I’) = EE < 


Soient maintenant {L,| et {e,} deux suites remplissant les conditions (A) 


et (B) de la définition (R). Pour un indice fixe y, nous considérons les nombres 
L, et ¢, et nous supposons que à, est un nombre quelconque tel que o << 6,<1. 


Prenons un nombre L’ qui satisfasse à l’inégalité 
af Tit.) | Pl IER DA Up ec 8 a 


ou 


A(ey, LZ) = —-— et My et 2: 


Il résulte immédiatement du lemme 2 qu’il existe un couple de points &,,, Z, 


ayant les propriétés suivantes : 


oo ogee 


(14) Z, se trouve sur le segment de droite non euclidienne joignant z, à €, et 


satisfait à d(C. A) T5; | 
(15) pour tous 2EC(3,; d(z,, Z,)) nous avons a) > L > L,; en parti- 


eulier, | f(Z,)| > L’. 


Nous montrerons maintenant que : Ar Ù 


(16) dans le disque D, = C(E,,, £,), la fonction /(3) prend toutes les valeurs sr 
qui vérifient || <L,, avec l'exception possible d’un ensemble de valeurs, 6,, 


| qui satisfait à l'inégalité A(6,) < p> 


Pre Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 3. c | 35 


~ ? Ne 
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S'il n’existe pas de valeur aéG,, telle que |a|<L,, notre affirmation se 
trouve immédiatement confirmée. S'il existe une telle valeur 4€&,, posons 
a — a,. S'il n'existe pas de valeur a, €&, telle que 4, <a, et FAR PE l’affir- 
mation (16) est vraie encore. Mais s’il existe une telle valeur a,, il est nécessaire 


1: us , , . nl ‘I a Le , 
que|a—a|< Ly’ car la supposition que l’inégalité | ag — a, | L est vérifiée, 


conduit a A(e,, L3)<L,, ce qui contredit (11). Par conséquent (16) est prouvé. 
Considérons maintenant tous les termes des suites { L, } et {e,}. Ayant obtenu 

les résultats des trois paragraphes précédents pour le cas y — +, nous les obtien- 

drons pour tous les cas où v2, en spécifiant que les à, suivants satisfont à 


GER) dy > | Sn | 
et 
(18) [21> 0, entraîne que d(fn,_,, 5). 


v=1,2,...} est un ensemble de 


Nous voyons maintenant que la suite ; D, 
disques-o pour f(z) puisque : 
(19) la propriété (E) de la définition (R) résulte de (16); | 
(20) les propriétés (C) et (D) de la définition (R) résultent de (B), (13), 
(17) et (18). Le théorème I est démontré. 


Remarque 5. — Nous n'avons pas épuisé toute la puissance de la condi- 
tion (15). Il faudra, cependant, utiliser la forme plus générale de cette condi- 
tion dans la démonstration du théorème IV, plus bas. 


5. EXISTENCE DE DISQUES-0 POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES QUI RESTENT BORNEES 
SUR CERTAINES SPIRALES. 


Lemme 3. — Soit fe (V, b <a) et.) un nombre tel que bu, 0 Uy CO, 


il existe alors une suite qui satisfait aux conditions (x) et (2) du théorème I. 


D'après ce lemme et le corollaire I, nous pouvons énoncer le 


Tuéorime I. — Si fE (V, >), f possède des disques-o. 


Démonstration du lemme 3. — Soit SE(V, S,u<œ) où la spirale S est 
définie pars = C(t), (0o<t< a) et soit B< 2% une constante telle que, pour 
3€S, l'inégalité | f(s)|<B soit vérifiée. D’après un théorème de Valiron, il 
existe une spirale S*, définie par s = (*(¢), (o <t << @ ) sur laquelle la fonction 


J(z) tend vers l'infini [voir [16]. A ce propos, on peut déduire du paragraphe6 


de [13] que la proposition suivante, inverse du théorème de Valiron, est fausse : 
«si f(z) est une fonction holomorphe dans le cercle-unité et qui tend vers 
l'infini le long d'une spirale S*, il existe alors une spirale S sur laquelle f(z) 


on 


ae 


T= sey he 
SN AAAS 


ee OS ER 
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demeure bornée ». On peut aussi s ‘apercevoir de ce fait bien connu, si l’on 
considère la fonction de Koenigs, discutée dans [1], p. 135-136 |. Puisque 


|/(4)| tend vers l'infini le long de S* et reste bornée sur S, il existe une valeur £ 
de £, telle que 


(1) | St t)nS (rt) =o. 


En posant 2*= ((#)EeS*, admettons maintenant que la fonction f(z) ne 
prend pas les valeurs o et 1 dans le RES C(s*, u,). Appliquons le lemme 1 


à ce disque, en posant À =u, et n — he Alors, si & est suffisamment grand, 


nous pouvons écrire 


Us we) 


(2) BE et BGG <|f(2)| pour seU(s, gm) 


Le diamètre de C (2,3 13 Yo est 7 bo > Yo Se ft donc, d’après la définition 


de Us, il existe une suite {z; | j—=1, Ha .| de valeurs de ¢ vérifiant 
lim ¢; = co 
ie 

et 


& : 
PELLE 9B = 5, 2,...). 


(Nous employons ici la notation ¢;, r, dans le sens de la définition du para- 
graphe 1.) 

Soit R;, le segment ouvert du rayon du cercle-unité qui joint le point C(4;) au 
point C(v’,). Il résulte de la condition (1) que pour / suffisamment grand, 
soit 7 Jo, il existe un point 3,eS*nR;. De plus, pour chaque j >= j,, l’une 


ou l’autre des valeurs d(C(t,), z°) ou d(z;, C(¢’,)) est moindre que : uo. Il résulte 


de cette remarque que chaque cercle C(z}, st) J=Jo, Contient un point 
situé sur la spirale S. Si nous supposions que, pour n’importe quelle valeur 
de 6,0 <8<1, la relation (2) est vérifiée pour tous les ES”, 6<|s*|<1, 
il s’ensuivrait nécessairement qu'il existe des pots 2€S tels que | f(s)| 
dépasse B, ce qui conduit à une contradiction. 

Puisque nous pouvons choisir successivement des valeurs croissantes de 6, 
le lemme 3 est démontré. La suite {z, |» —1,2,...} provient des valeurs 
successives de 2*eS* telles que le disque C(s*, u.) doive contenir un point 
pour lequel (3) prend la valeur o ou la valeur 1. 

Notre lemme est ainsi démontré et par conséquent aussi le théorème IT. 


Remarque. — Pour la démonstration du corollaire III, plus bas, le fait 
suivant est important : les points z, se trouvent sur une spirale S* le long de 
laquelle la fonction fE (V, p. ne œ) a la valeur asymptotique «. 


\ 
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6. EXISTENCE DE DISQUES-0 POUR LES FONCTIONS HOLOMORPHES QUI TENDENT. VERS L "INFINI 4 
LE LONG DE CERTAINES SPIRALES. ,, , a 
Lene 4. — Soit fe(V*, S*, i. <0) où S* est définie par s = C(t), 0 1< =, a7 

et soit Lo un nombre quelconque tel que 21. DAC SO ea eo ees Il existe une suite bye À al 
de valeurs de t, telle que lim ¢, = :o, et que, dans chaque cercle COLE ee la = 
n>on x 


fonction f(z) prenne au moins une des valeurs 0 ou 1. 
D’aprés le corollaire I, ceci a pour conséquence immédiate le 


Tutorime II]. — Si fE(V*, <2), f possède des disques-p. 


Démonstration du lemme 4. — Soit t) une valeur de. t telle que, pour 
L 
tous 4 4,, on ait : 
(1) + PACS (ONDES EE | 
où A’ est la constante absolue supérieure a1 du lens 1; et où nous posons 
ne th bo =T(#, ps) 
\ th po — th > ee is =. 


En choisissant n ‘importe quel point C(1)=Ce St(tXt), nous supposons 
maintenant que f(z) ne prenne ni la valeur o ni la valeur 1 dans a(t, Ug). En 
tenant compte de (r), il résulte du lemme 1 que I’ inégalité 


4 


(2) | 2 =1f ÉTÉ) <1 fp) 


est valable pour tout sé c(t, 7 da). = | | D: 

Soit ¢, >1, une valeur fixe de £ satisfaisant à £, =1,. Nous allons montrer | 
que (2) ne peut être valable pour tout £ > #,, car la supposition que (2) est 
vérifiée pour tout # >14, nous forcerait à conclure, comme nous allons le 


démontrer, que 
lim |f(s)|=0 : 


|s|>4 


uniformément pour |3|<1, ce qui est impossible pour une fonction holo- 


; _morphe dans le cercle-unité. Cette uniformité découlerait de la définition de y, 


puisque pour un certain r,, 0o< 7, <1, nous aurions 
pe ck SOR IC er 
(3) Ak | UG(e, ZH) > fs | nZle1<1}. 
Wet 
Ainsi, puisque la fonction g(t) de (2) satisfait à lim n g(t) — ©, nous savons 
que, pour tout Mo donné, il existe un # Sr “tel que g(¢)>>M pour 


tout <7, et, par conséquent, | f(s)|>>M pour tout |s| ri, où r, est une . 
valeur beau CRÉAS À 


1 
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Ainsi, nous avons montré que, pour un choix quelconque de #, >1, il doit 
exister un 4 >7¢, >1, tel que f(s) prenne au moins une des valeurs o ou 1 
dans le cercle CCC), Uo). C’est le même raisonnement qui, appliqué à rt, ; 
au lieu de ¢,, introduit un i, > nl, >n, tel que f(z) prenne au moins une 
des valeurs o ou 1 dans le cercle CES Ges ih), 2 == aoe mer DONC la suite 
Lin | 2 =1, 2,...} de notre lemme doit nécessairement exister. 

Le lemme 4 est ainsi démontré et, par conséquent, le théorème III l’est aussi. 


Remarque. — Notons que nous avons maintenant montré que, si fe, 


où F = (V, P< 2) U(V", p<{œ), f possède des disques-p. 
7. EXISTENCE DE CERTAINES SPIRALES. 


Dérinition. — Sv une spirale est telle qu'un ensemble de points-e, pour une 
Jonction déterminée, se trouve sur cette spirale, nous l'appellerons UNE sPIRALE-0 
pour f(z). St la spirale-9 &* possède la propriété que f(3) admet la valeur 
asymptotique « le long de &*, nous appellerons &* une spiRALE-0* pour f(z). St 
l'ensemble des points-o {C; | v==1, 2,...} est tel que ces éléments se trouvent sur 
une spirale-o* pour f(z), nous appellerons cet ensemble UN ENSEMBLE DE POINTS-0* 
POUR f(3). 

Remarque. — Il est évident que toute fonction possédant des disques-p 
possède une spirale-p. Il est également facile de voir qu’on peut modifier une 
spirale-p* donnée de façon à la transformer en une spirale-p qui n’est pas une 
spirale-o*. Nous allons maintenant démontrer l'existence de spirales-o*. 
Certains éléments de l'hypothèse et la conclusion de ce théorème corres- 
pondent exactement à certains éléments du théorème I. Nous les incorporerons 
ici afin de simplifier des références ultérieures. 


Taéorëme IV. (Principe d’existence des spirales-0*.) — Soit f(s) une fonction 
holomorphe dans | :|<{1 et soit X une spirale le long de laquelle la fonction ti (3) 
admet la valeur asymptotique ©. S'il existe un nombre i), 0 << Yo ©, et une 
suite de points, {3, | n—1, 2,...}, tels que : 


(1) . Bn€m Ciel yO, ele a a 
n>o 


(2) pourn=1,2,..., il existe un point Gn E Cn = Crea tel que ACh, r= 0 
RE At Ga == 1,5 
C3) POUT Ey. 25.08 5 le point & satis fait à la condition 
Ghana = min) den, 2) ) Ff (2) 0 ou. f(s) = 1 }; 
alors ‘ 
(4) «wd existe une suite partielle |, 


nr, 2,...} gut forme un ensemble de points-e pour f(x): ici nous 


Pe by, ny, ertraile. de la suite 


: ee - Eyre 
supposons que notre disque-p, D,, soit égal a D,— Ge =) yee TSA's | ; 


re 


of 


POUR Mr RS 


Pi 


; 


FR Are QE © Æ 


y 
s 
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(5), il existe un ensemble de points-e” pour f(s), |Z,}, de sorte que, 
pour y—1,2,..., le point Z, se trouve sur le da ee de droite non euclidien 


joignant 5, à . et qu'il vérifie l'inégalité d(C,,,, 2,) ee i [Ici les disques-p en 
question sont de la forme D, = C(Z,, ¢,)>D,, v= 1, 2... a 


Démonstration. — Puisque lim|z,|—1, nous pouvons supposer, en conser-— 


n> © 
vant le même caractère de généralité, que les cercles {C,} apparaissant en (2), 


ci-dessus, possèdent la propriété suivante : 


(6) mAn entraine C,AC,= 9. 

Soient {L, | v==1,2,...} et {e, | v—1,2,...}, les deux suites satisfaisant 
aux conditions (A) et (B) de la définition (R). Puisque les suites {L, | y—1,2,...} 
et 2 ee Oe ee satisfont aussi a ces conditions et puisque la partie (1) de 


notre hypothèse implique que lim|f(z,)|— æ, la partie (4) de la conclusion 
n>o 

découle immédiatement du théorème I. Pour chaque v, le point-o, &,, est le 

centre d’un disque-o, D,, où D, ue 2). Si nous nous référons à (14) 


et (15) du paragraphe 4, nous pouvons affirmer l'existence, pour chaque y, 
d’un point Z,, situé sur le segment de droite non euclidien joignant z,, a €, 
ayant les propriétés suivantes : 


Ey Ey 
(7) UMR rte) er; 


(8) pour tout sEC(z,,, d(z,,, Z,)), on a! /(s)| > L,. Si nous posons mainte- 
Han D OCZ Ed v = 1,2, 7 el Ost clair que D'>D'pouryvenriee 
Done, {D, | v=1, 2,... | constitue aussi un ensemble de disques-o pour f(s). 
Si nous parvenons maintenant à construire une spirale E*, le long de 
laquelle f(z) ait la valeur asymptotique «, et ayant la propriété que Z,eX* 
pour y=1, 2,..., le théorème IV sera entièrement démontré. 

Pour construire &*, partons de la spirale donnée Z. Soient +, et s!, respective- 
ment, le premier et le dernier point :€X qui satisfassent à d(z,., 3) = 3,5): 
Si XZ, est la partie de Z qui se trouve strictement entre =, et 3°, nous écartons 
maintenant de toute considération ultérieure chacune des parties 2; VS 2, | 
La nouvelle spirale £* doit coincider avec la spirale Z sauf pour la partie de Y 
que nous venons d’exclure. Pour compléter notre définition de -Z*, il faut 


maintenant remplacer convenablement la partie exclue ii Jy X,. Pour chaque », 
Veo1 

remplacons 2, par E, où Ë, est formé des segments de droite non euclidiens 

joignant 3, à Z, et Z, à 3°: (Si, pour quelques valeurs de v, l’ensemble ©, se 

trouve vide, nous aurons 3,—/,— 3; nous n’aurons rien éliminé et x, est 

formé simplement de Z,.) 
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D’ tires ss (8), nous savons que | /(s)| > L, pour tout se X°. Ceci, joint au fait 

que Ly+> co et Be | /(s)| =, nous montre que /(z) a effectivement la valeur 
He) 

asymptotique co le long de &*, où nous avons donné aux parties Y}-une orien- 
tation évidente. 

Il n’est pas encore possible d'affirmer que > X est une spirale-p*. La démons- 
tration de notre théorème sera complète si nous prouvons maintenant que X* 
est une courbe simple et que : 


(9) en éliminant la partie X, de Y, pour une valeur fixe de v, y—v,, nous 
avons écarté tout au plus un nombre fini de disques {D;}. Il est oe de voir 
que la condition (9) est vérifiée, et nous pouvons en isda que &* est simple, 


d’aprés les faits suivants : 

(10) &, notre spirale donnée est simple; 

(11) si S) représente tout 3, sauf les points que ©} a en commun avec la 

frontière de C(z,,, d(z,,, Z,)), nous savons que S} ne peut couper la partie 

restante de X après élimination de l’ensemble \ 1e (e13, =7;, alors S, =); 
> jan 

(12) NE =D, pour py, puisque C, 32, et C,, 2) et C, AC, = 9, à 

cause de (6). La démonstration du théoréme IV est maintenant complete. 


Si nous utilisons le lemme 4, nous pouvons énoncer le corollaire suivant qui 


sera utile plus loin : 


1 


CoroLLalRE Il. — Si fE(V*, S, <<), il existe une spirale S', spirale-p* 
pour f, qui satis fait à la condition suivante : pour une valeur donnée t, de t, on a 


Stes Co Ne (Eos ty) Oe 


Nous pouvons affirmer aussi le corollaire suivant, si nous employons le 
lemme 4 et la démonstration du lemme 3 : | 


CorozLame II. — Si fe, f possède une spirale-o*. 


En effet, si fe cv’, ote le résultat découle du lemme 4 et du 
théoréme IV; et si fE(V, <<), il découle de la remarque du paragraphe 5 


et du théorème IV. 


Derinition. — Soit (3) une fonction à valeurs complexes définie pour |z|<{1. 
Soit S, une spirale telle que, pour n'importe quelle valeur d, > 0, l'ensemble 


eR(g, (JC di)) ne contient qu'une valeur au plus. Appelons alors Sy UNE 


: z€S 
SPIRALE-d, pour cette fonction. 
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Si pour une fonction, g(z), nous représentons respectivement par S,.( 8), 
S,(g) et Sa(g) les familles de toutes les spirales-9*, spirales-p et spirales-d, 
pour g(3), nous aurons 


(13) Sox (8) C Bp () C Sa, (8)- 


Nous savons que 8,.(g) <S,(g). Par contre, on ne sait pas s’il existe des : 
fonctions g(3) holomorphes pour | 3|<1, pour lesquelles 8,(g) 7 Sa (g)- 

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, M. Seidel a montré que 
si feF, f possède une spirale-d,. [En fait, il a observé ([13], p. 162) que ce 
résultat constituait un analogue non euclidien du théoréme classique de M. Julia 
sur les fonctions entières, ce qui fut le point de départ de cette étude.] Il a 
aussi démontré ([13], p. 166) que, si w(r) est une fonction positive arbitraire, 
croissant strictement pour 0Lr<1, telle que lim w(r)=o, il existe une 


fonction WeE(V*, : —0), telle que, pour tout re, où r, est une valeur 


fixe or, <1, on ait 


apes Lae \|<o(r). 


( Voir aussi [1], p. 136-141.) 
Ainsi, il a montré qu'il existe des fonctions VW E(V*, s — 0) dont le maximum 


du module croît vers l'infini aussi lentement qu’on veut et, puisque Ve, il a 


pu affirmer que W possède une spirale-d, (cf. corollaire 2 de [43]). Si nous 
utilisons maintenant le fait que We, notre corollaire Ill permet d’énoncer le : 


Conottame IV. — Il existe des fonctions, DTA pour |3| pas 1, dont le 
maximum du module croît vers l'infini aussi lentement qu'on veut, pour lesquelles 
nous pouvons affirmer l'existence d’une spirale-£*. 


Nous prouverons maintenant le : 


Tutorime V. — Il existe des fonctions, holomorphes pour | 3| 1, qui possèdent 
un ensemble dénombrable de spirales-o* sans point commun deux à deux. En effet, 
soit r, un nombre fixe or, <1,soùt UC —\5 | |s|r,{ et {0,|n=1, 2, ... | 
une suite telle que o 00, <<<... Lan. Soit {S,|n=1, 2,...} 
un ensemble donné de spirales sans point commun deux à deux, où Sn est définie 
pars; (t); OLIS, 1,2 04708 


(14) (Sn) < © ° (Hs Tune. je 
(15) | En (0) ae A ge CES CREER “ 
(16) j San C=a, (AT, Da wR 


ilexiste une fonction f € ¥ possédant un ensemble de ese SAT as el 
tel que : 


(1 7) | Per, entealine SE NS U: 
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et 


Je ip . 
(18) pour n’importe quelle valeur donnée de t, disons t=t,, et pour tout 
T—=I1,2,..., nous avons 


Sr ty) NS, (St) ZO. 


ré Mies A eee 


Démonstration. — Il est évident qu'il existe un ensemble de spirales {S,,| 


ny 
satisfaisant à l'hypothèse de notre théorème. Considérons maintenant l’ensemble 


des nombres {w, eet! DS il }, 


RAA! 


à 


Ms 
À 


~ LY RENNES 4 : : 


à re) 1, Sin est impair; 
+ | co, sin est pair. 

Il résulte d’un théorème de MM. Bagemihl et Seidel (cf. le corollaire 1 de 
[3]) qu'il existe une fonction f(z), holomorphe dans |3z|<1, telle que pour 
n=1, 2, le nombre w, soit la valeur asymptotique de /(z) le long de S,. 
Puisque 2(S,)<o pour tout n=1, 2, ..., nous savons que fé et nous 
savons aussi que fE(V*, S.,, p<æ) pourr—tr, 2,.... Il découle donc du 
corollaire II, qu’il existe une spirale-o* de f(s), S,., qui vérifie la condition 


ms 
Le 


fr 


4 
Æ 
| 


(19) SA (> t) N84, (C23 4) 0, 
pour n'importe quelle valeur de 4,. 


Pour construire notre ensemble disjoint de spirales-0*, {S3,.}, considérons 
maintenant une valeur fixe de r. Puisque /(z) est bornée sur S,,_, et Sa, et, 
- puisque /(z) tend vers l'infini sur $,,, il existe une valeur 4, de ¢, telle que 


(20) | : Sort Sr (> tr) = D, 
(21) Doral Ose ET VE 0 
Ca} A(r) NS, (tt) =D, 


où A(r) est un sous-arc de la circonférence de C; A(r) est le sous-arc fermé 
contenant a,, et aboutissant en a,,_, et @,,,. Donc, puisque Se est un sous- 
ensemble connexe de | z| <1, il résulte de la condition (19) queS.,(4=4,)€G(r), 
où G(r) est l’ensemble ouvert de |z|<{1, ensemble contenant S., — à l'excep- 
tion du point a,,— et ayant pour frontiére la réunion des ensembles S.,,_,, 
Soria, et A(r). De la même façon, on voit que 


Sent et) C GP HET). 


Donc, si nous posons ¢, = max (4, #1), 7—=1, 2, ..., NOUS avons 
S (SE) ASE) =D, puisque G(r)nG(r+1) =. 


Enfin, pour définir notre ensemble de spirales-o*, {S,, | 7=1, 2, ...}, sans 

point commun deux à deux, posons $,,— CC AN MES PRE 

Puisque la condition (17) est maintenant vérifiée, nous avons achevé la 
démonstration du théorème V. 
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8. EXISTENCE DE CERTAINES DRoITES. — Nous obtiendrons maintenent un théo- 
rème élémentaire qui nous donnera d’autres renseignements sur aa distribution 
d’un ensemble de disques-o. 


Tutorime VI. — Soit g(s) une fonction à valeurs complexes définie pour |3| <1 
et possédant des disques-o. Il existe alors au moins un rayon A = 07, joignant le 
centre O du cercle-unité à un point 7 = ei, et jouissant de la propriété suivante : 
dans tout angle positif, aussi petit qu'on veut, ayant son sommet à l’origine et 
dont A est la bissectrice, il existe un ensemble de disques-e pour la fonction g(z). 


Remarque. — Nous appellerons un tel rayon A droite-2 pour g(z). Il est 
évident que le concept de droites-p et celui de spirales-p sont, l’un et l’autre, 
analogues aux classiques droites de Julia; par exemple, la fonction g(z) prend 
une infinité de fois toutes les valeurs complexes finies, avec une exception au 
plus, dans un tel secteur déterminé par A. 


Démonstration: — En posant CG = nef, V1, 2, + «01-1 Ql = Ra 
est un ensemble de points-o pour g(z), il existe une suite partielle, extraite de 
la suite {e*’}, tendant vers un point + sur la frontière du cercle-unité. La 
démonstration est alors complète puisque presque tous les disques-o correspon- 
dant à cette suite partielle se trouvent évidemment dans un secteur donné ayant 
O7 pour bissectrice. 


Soit maintenant {R; | #—1, 2, ...}, un ensemble de spirales-s disjointes 
pour une fonction 9(z), définie pour |3|<{1. Nous savons qu'il existe une 
droite-p pour 9(z), A4, pour chaque #= 1, 2, ..., mais nous n'avons pas la 


certitude que A,#4 A; découle de la condition kA’. Posons la question de 
savoir s il existe une fonction donnant cette certitude. On trouvera la réponse 
ci-dessous dans le corollaire VI. 


9. QUELQUES PROPRIETES FRONTIERES DES POINTS-O ET UN PRINCIPE GENERAL SUR LES 
PHENOMENES DES ANGLES DE STOLZ. 


Taéorëme VII. — Sout 1, > 0 un nombre donné et A, un angle de Stolz en = 
[r|= 1. Si fE(V*, S*, B< x) et si l'ensemble CR(/, A.) comprend une D 
au plus, il existe un ensemble de points-p pour f(z), {%,| v=1, 2, ...} tel que: 
(1) inter: 

(2) aCe, Ar) <2 (S") Em POOF Waal Oso. 


Il existe en outre un ensemble de points-p* qui jouit des propriétés (1) et (2). 


Démonstration. — Nous utiliserons le théorème IV, ci-dessus. Posons 
20 +, Où n > 0 désigne le nombre donné dans l'hypothèse. Si la spirale S* 
est définie par l'équation s= C(t), 0o<t<o, il existe, d’après la définition 
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de 1x, une valeur i, de t, telle que, pour tout ¢Xz,, nous ayonsd( C(t), C()) <a. 
Il est alors aisé de voir que 


(3) w. C(E (6), po) D A. 
th 
U5 (0; Ax) < Yo 
Puisque CR(/, A.) comprend une valeur en plus, il existe une suite de points 


en À. pour lesquels la fonction prend les valeurs o ou 1. Donc, à cause de (3% 


il existe une suite 4, de valeurs de t, avec lim t,—0, ayant la propriété que, 
n+ ’ 


pour n=t, 2, ..., l’ensemble C(C(z,), uw.) contient un point €, tel que 
S(Gn) =0 ou 1. Ainsi, les conditions (1) et (2) du théorème IV sont vérifiées, 
et, puisque nous pouvons supposer que les points €, satisfont aussi à la condi- 
tion (3) du théorème IV, nous avons établil’existence d’un ensemble de points-¢ 
pour f qui tendent vers 7. Il découle aussi immédiatement de la partie (5) du 
théorème IV qu'on peut admettre que ces points-p sont des points-p*. 
Cherchons maintenant des renseignements plus précis concernant la position 
de ces points-o. Il faut prendre soigneusement en considération la condition (3) 
du théorème IV. Dans le paragraphe précédent, lorsque nous vérifidmes la 
condition (2) du théorème IV, ce fut le type de comportement de f(z) en A, 
qui nous permit d’affirmer que, pour n=1, 2, ..., f(z) prend les valeurs o 
ou 1 dans chaque ensemble de la forme A,NC(C(¢,), 1). Considérons mainte- 
nant une valeur fixe de », ¢, désignant un point quelconque de A, A C(C(z,), po) 


-tel que /(¢,) = 0 ou 1. Puisqu’il pourrait y avoir un point 6, EC(C(z,), jay) qui 


satisfasse a : 


(4) 644; 
(5) f (on) =0 ou 1; 
8). A(E(tn), En) <A(E(tn)s Sr); 


nous ne pouvons affirmer a priori que les points-g qui tendent vers 7, se 
trouvent tous à l’intérieur de A,. Néanmoins, nous savons que ces points ne 
peuvent être trop éloignés des côtés de A,, et c’est cette affirmation qui est 


précisée par la condition (2) de notre théorème. Le théorème VII est démontré. 


Nous allons maintenant considérer le cas où A. est un angle de Stolz symé- 
trique en 7. | 

Nous définirons d’abord quelques représentations commodes. Soient <> 0, 
un nombre quelconque et +, un point sur | z|—=1. Nous posons 


Ve(t) =) 2 |z—t|<eél. 


T \ 
Pour un angle y, o< y < >> nous posons 


d(Y) = Log cots (7 a2 ï). 


CONS ANE a 


~ SL à NE tr 
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Si A est le diamètre du cercle-unité, d’extrémités + et — 7, |t|=1, l'ensemble — ee 
) C(z, 6(y)) est alors le domaine ayant pour frontière les deux yes 4 


seA - 
symétriques par rapport au diamètre A, formant avec A en = les angles y et = | 


Nous admettons maintenant que p., est tel que o y, << æ, et que A. est 
un angle de Stolz fixe en +, |t|==1. Si @ est un angle jislepngite tel ish 


«ee o<B Ke = et d(a) + <4 5(8), il est facile de voir que la relation 
Te | Ve(r)n{s | d(s, Ave) < po} C Arg | e 
est vérifiée pour les valeurs suffisamment petites de e. Cette observation nous 
conduit alors au 

Tuéorëme VIII. — Si fE(V*, S*, p <<), st n > 0 est donné, et si l’on sait que, 
pour un certain 7, |7|—1, l’ensemble CR(f, A...) comprend une valeur au plus, 
il existe pour tout angle 8, o L<B< a satis faisant à 6(a) + (S*)+ n LB) 
un ensemble de points-o pour f dans A. 8. Si Von veut, on peut admettre que cet. 
ensemble est un ensemble de points-o* pour f. 


Comme exemple du type de résultats auxquels nous | pouvons maintenant 
arriver, énonçons un corollaire fondé sur le théorème suivant de M. Seidel : 


Il existe une Jonction W(z), NOOR De pour | 3| a t; dont lé maximum du 
module croît aussi lentement qu'on pare telle qu'il existe un nombre fixe «,, 


(0 ReGen =), tel que pour chaque +, | hes — 1, l’ensemble CR(W, A. ,) comprenne 
une valeur au plus pour tout x > à, (cf. théorème 6 dans [131). 


Notre corollaire V est fondé sur ce théorème et sur le fait que, dans la 
démonstration de ce théorème, M. Seidel a établi que la fonction W appartient 
à la famille (V*, 4 =o). Appliquons le théorème VIII pour énoncer le + VAS 


- COROLLAIRE V. — Il existe une fonction W(s), holomorphe pour |3|<1, dont — 
le maximum du module croît aussi lentement qu'on veut, telle qu'il existe un 
nombre fixe By, (0< By <n), tel que, pour chaque +, |t|=1, il existe un ensemble 
de disques-p pour W dans tout angle de Stolz symétrique en 7 d'ouverture rs 
rieure à By. : 


Ce résultat, en retour, nous amène directement au 


CoROLLAIRE VI. — Il existe des fonctions, Honoré en|s|<1 > pour lesquelles - 
chaque rayon du cercle-unité est une droite-p, 


De méme facon, d’aprés le théoreme 7 dans [13], notre théorème VI a 
pour conséquence immédiate le 


hee 
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CoROLLAIRE VIL. — Il existe une fonction W (2), POP en|3|<1, dont le 
maximum du module croît vers l'infini aussi lentement qu'on veut, ayant comme 
Propriété que, pour presque tous les points x sur |z|—1, il existe un ensemble de 


disques-e pour W dans un angle de Stolz symétrique en 7 d'ouverture arbitrai- 
rement petite. 


Le corollaire suivant donne un résultat plus complet que le corollaire VI. 


CorozLaRe VIII. — Il existe des fonctions, holomorphes pour | | 1, telles 
que, * étant'un point arbitraire de | 3|=1, il existe, dans un angle de Stolz symé- 
trique d'ouverture arbitrairement petite, un ensemble de points-p*. 


Démonstration. — Utilisons encore le théorème de MM. Bagemihl et Seidel 
(cf. le corollaire 1 de [3]). Il découle facilement de ce théorème qu'il existe 
une fonction bE(V, 5 —0)nN(V*, u=0). De plus, M. Seidel a démontré que, 
pour toute fonction fe(V, &—0), l’ensemble CR(/, A...) comprend une valeur 
au plus pour tout 7, |7|=—1, et pour tout « > o (cf. le corollaire 1 dans [13 |). 
Alors, puisque DE(V, u=0)N(V*, u=0), le corollaire VIII découle du théo- 
réme de M. Seidel et d’un cas particulier du théorème VII. 

Comme dernier exemple de l'emploi du théorème VIII associé aux théorèmes 
existants, nous STAR un résultat fondé sur le théorème 5 dans [13]. 


CoroLLaIRE IX. — Soit fE(V*, w= 0). Pour chaque HART i existe un 


nombre «., (se on Al tel que : 


(1) la fonction f tend uniformément vers l'infini dans tout angle de Stolz À. 6 
où B< a, ; | 
(2) pour tout B, ( A PACE =) satisfaisant à B >> «., il existe un ensemble de 
points-0* pour f dans A, 3. 

| Si pour un certain 7 nous avons 4 — 0, c'est (2) qui se présente pour tout 


à sats : ’ | 
Avie Sho, 3c est (1) qui se présente pour tout As. | 
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SUR L’APPROXIMATION PAR CERTAINES 
FONCTIONS ENTIERES 


Par M. Epowin J. AKUTOWICZ. 


1. Introduction. 


1. Pendant ces dernières années l’étude de l’approximation polynomiale sur 
tout l’axe réel a été assez poussée grâce aux efforts de plusieurs mathématiciens (*). 
Dans ce champ, la question dominante était le célèbre problème de S. Bernstein 
portant sur les conditions auxquelles une fonction #(x), non négative et mesu- 
rable sur —o< x< ow, doit satisfaire pour que l'égalité 


Det) RSID EN EAN 


soit valable pour toutes les fonctions g(a), continues sur la droite réelle, telles 
que — | 
RE) lina? Cte PAIE AE CA 
: |a|>2 

P désignant un polynome. 
\ Une des solutions les plus remarquables de ce problème de Bernstein est une 
condition nécessaire et suffisante donnée par Pollard [8] et Mergelyan [1]. 
Rappelons ce résultat. Désignons par St, l’ensemble de tous les polynomes P(x) 
tels que 

or —o<r<o. 

r+ || 


Posons 
m(z) = sup |P(z) | 
Pe AM 


pour chaque valeur complexe de 3 (?). 


— ——— ——————…—…—…—"—"—"—…—"—"—"—"—"—"—…"—" "—…"—"—"— — —————— — 


(1) La théorie d’approximation polynomiale est tellement riche que nous nous contenterons de citer 


_ la bibliographie du Mémoire [1]. 


(2) La considération des valeurs de z non réelles est essentielle, bien que seulement les valeurs 
de m(t) pour t réel interviennent dans l'énoncé. 


>, Ve ‘ APT RS CAR Ok OPEN ae mca Oe Che EN ee piace ta 
7 h Lu Le * AA i 
TIC Es Ent Pak ee aera gat eal re ENT M 

Ni VE 


. be yay Abe’ 
i, ‘i PE 
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Pour que les polynomes soient denses dans le sens 5 ( 1-2) dans l'ensemble À toutes 
les fonctions continues possédant la propriété (1.2) il faut et il suffit que 


ae MU) Bee kei 
DEA 


— © 


ar ae En adaptant la démonstration donnée par Mergelyan de ce théorème on peut 


Re oe résoudre une classe de problémes d’approximation qui paraissaient d’abord 
| | s’écarter largement du problème primitif de Bernstein. Ce qui reste d’essentiel 
A c’est, d’une part le fait que la classe des fonctions avec lesquelles on fait l’approxi- 
is mation posséde certaines propriétés simples d’invariance, et d’autre part que le 
‘he comportement de ces fonctions à l’infini soit assez régulier. Le lecteur observera 
a ; … dans la suite le rôle que jouent ces propriétés. 


2. Soit a un nombre réel positif donné, et désignons par E, l’ensemble des 
fonctions 9(t) qui sont de la forme 


(1.3) g(t) = fe ap) “a 


où le support de la mesure complexe finie u(y.) est contenu à l'intérieur de 
l'intervalle [ — a, a]. Soit H un espace de Banach des fonctions définies sur la 
droite réelle tel que E, CH. Il est naturel de se poser les questions suivantes : 


Sous quelles restrictions portant sur la norme de H est-il vrai que 


(1.4) | infllb—®||—=o pour tout VeH? 
ÿ F è 2EE, 


St l’approximation universelle (1.4) n'est pas valable, quelles sont alors les pro- 
priétés distinctives des fonctions qui appartiennent à la fermeture E,deE, dansH? 


Nous étudierons les espaces H suivants : : 


Étant donnée une mesure borélienne w, non négative, de masse totale finie et 
un nombre p, 1p <>, on considère l’espace H = L?(dw) dont les éléments 
sont les fonctions ) mesurables par rapport à w telles que 


= fisc ra) <a. 


(Ici, et partout dans ce qui suit, le signe gctegretion sans limites se rapporte 
à la droite réelle entière.) 


: Étant donnée une fonction continue Q(z), meh a Cage à valeurs non 
nulles telle que 
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pour Tout pEB,, on considère aussi l’espace de Banach H = Co consistant des 
fonctions Ÿ (4) définies et continues sur la droite réelle et telles que 


f 


Y(t) 
RR MOTO UT 
Co étant muni de la norme 
Y= ¥ lo= max al: 


Evidemment E, CH toujours. 


3. Dans le but d’indiquer une propriété de la norme de H permettant de 
reconnaître la densité ou la non-densité de l’ensemble E, dans H on fait la 
construction suivante. Notons par À l’ensemble de toutes les fonctions oEH, 
qui satisfont à l'inégalité 


(1.3) 


ras 
1+ |é| || 
Posons alors 
b(s) = sup | 9(s) | 
oEN 


pour chaque valeur complexe de z. Sans restreindre la généralité nous pouvons 
supposer que b(z) 1 partout. 


_ Tutorime 1. — Pour que la classe EK, soit dense dans H par rapport à la norme 
de H, ul faut et il suffit que 
logb logb(t) 
(1.6) Spares dt=+0. 


Explicitons que la condition (1.6) dépend de la norme de l’espace H et de la 
constante a. | | 

La section 5 est consacrée à une autre condition (théorème 3) nécessaire et 
suffisante pour que E,—H, H étant un espace L?(dw), 1 <p<æ. Si l’on 
désigne par C(z,) l’ensemble des éléments de E, tels que Di —1(1Mm3,5<0); 
cette condition est simplement que 

? 
BS 3 


inf 
DEC (Zp) 


ar OF, 


C’est une condition plus maniable pour certaines applications que (1.6). 
Dans le cas où la fermeture de E, est différente de H, chaque fonction de cette 


fermeture est la restriction à l’axe réel d’une fonction entière de type expo- 


nentiel dont le diagramme indicateur se trouve dans le segment (— za, ta) de 
axe imaginaire. C’est évidemment le meilleur résultat possible. 
Les oies 1,2 et 3 ont été énoncés dans une Note | 7] parue dans les 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 3. 37 
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2. Démonstration de la suffisance de (1.6). 


1. Supposons que l’approximation universelle (4.4) soit impossible ‘ire H. 
D’après un principe bien connu il existe alors un élément 4 non nul appartenant 


à l’espace dual H* tel que 

0(9)=0 
pour tout 9 €E,. Nous exprimons ceci en écrivant 4€Ez. Voici un lemme qui 
nous sera utile. 


Lemme 1. — Pour chaque §€E:+ il existe une fonction By(s) holomorphe dans 
le demi-plan supérieur telle que 
(2.1) o (2) Bn(2) =4( +) (Imz > 0), 


pour tout 9EE,. 


\ 


Démonstration. — Considérons d’abord le cas où H= L’(dw), 1<p ©. 
Dans nos hypothèses H*=L' (dw), > + = 1, et 


(2.2) Vg)=[0gdo=0 (*),  9eEe 


Puisque la mesure w est par hypothèse finie, il faut que 0 appartienne a L‘ (dw). 
Donc la transformée de Fourier 


GG = fe 0(0 do (t), —@< À <o, 


est une fonction continue et bornée. En introduisant l'expression (1.3) de 9(¢) 
dans (2.2)on obtient, par un changement d’ Grane d'intégration aisé à justifier, 
l'égalité 


[dus [03 do =o, ($(t) =9(—2)). 


Puisque 9, donc u., est arbitraire on en déduit que G(A) = 0, —ach<a. 
Nous allons ilises la transformée de Fourier-Carleman de la fonction G, 
à savoir, 


BS (3) is el: G(A) da, s=2+ly, sg Sori 
(2.3) gy | 
B-(s) =~ f eish G(A) di, y <o. 


(*) On utilise ici le fait que la classe E, est invariante par rapport à la conjugaison-complexe sur 
Vaxe réel : 9(¢) > 9(t), -w<t<e. 


SUR L’APPROXIMATION. PAR CERTAINES FONCTIONS ENTIÈRES. 285 


Does par CCR, 4), R © 0, n > o, le contour consistant du demi-cercle 
| —ty|—=R, o Larg(z— in)» et du segment y =, —R<æx<R. D'après 
le théorème de Cauchy, 


MER EVE A (6) BY (6) 
PUR eu mr 


3 étant à l’intérieur de C(R, 7) et ¢ étant arbitraire dans E,. On évalue la contri- 
bution à cette intégrale provenant du demi-cercle comme suit : 


ike o(Re®+ in) B+ (Re + in) Re® rs 


Re®+ in —s 


0 


é Ore f LCR ef én) etes ag f et | G (A) | da 
0 a 


TT ae 
Ge f eRasin 0 a f e=Ràsin0 | du (à) | 
0 4a 
at Cre f e—R (a—a) sin 9 db, 
0 


où les constantes qui interviennent sont indépendantes de R. Puisque a,<a 
(le support de © étant à l’intérieur de [— a, a]), la majorante obtenue tend vers 
zéro lorsque R s'éloigne à l'infini. Il en résulte que 
o(E+in)BF(Ë+in) , À 
p(z) Br(z a ge JET à (Imz >). 

En employant le contour Con, n), la réflexion de C(R, 7) dans l’axe réel, on 

démontre de la méme facon que 
il Ete aes (Imz > n). 
T ant cine 

Donc 


eee f EEE [pe Gein — BE — 


al o(E+in) di [GG el] 7} 
"Sgt E+in— 


= = ge dt [ 90) =a ape DE dw (t) 


eT S 
en ne. 


On constate que l’intégrale 


9(6+ in) n 
(2.4) SUS cman ears ers 


tend, en restant bornée, vers OE —o<t<o, lorsque 4-0. En effet, 
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- | | | 
(af d’une part, ceci est He 
Ge , s 
"HSE Pe : p(E) Mb a 
eet (28) Es n+(—t) ? 4 
Et à ‘ ras. >. 
| oe | et, d'autre part, on peut mettre la différence mnie) et (2.5) sous la forme Gs 
rs eX , { . * 
a PE: 5 do ’ nan ; 42 
ao | ‘a (erthe., ME LR IEEE dz ' aes 
5:34 1 (e4 1) du) f n+ (E —2)? 5 | SR 
se —Ay ; ie 
et tn) N 5 “ieee 
Dig) LAS EE Es RSS ‘2 
Tr =f oc ) (ES) fs EP EE RE sa 
= \ A 
où les deux parties tendent, chacune, vers zéro, en restant bornées, lorsque à 


7-0. D'où le lemme dans le cas H — L’(dw), Fu SE étant égal is 


à B+(3). Te 
Si H = Co, alors chaque 0e H* est déterminé par une mesure complexe, que. 128 
nous notons encore bau 0, sur la droite, telle que . | a 
am 

da) =[ dote) 3 | es 

et | | | | Se 
fiswtidtoi<e. | | ein 5 

a 

Si l’on pose * in 

/ ; G(A) See d\ (t) ; | pe ! La 
la démonstration ci-dessus s’applique encore. + 2 We 
D: 

Remarque. - — Bien entendu, on peut remplacer des 0 par HS a) dans Cae 
ae 

7 énoncé du lemme if | Sie! | | 11 

ae ce lemme il s’ensuit que | à : (oy 

. La) Bo(s)| ACs, A) Ati, ace (ints Se 52008 oe 1 

} 7“, NES 

pout tout pEA, où la quantité pee cies ne dépend pas de pEA ae 

Posons À — Alia et DE | A, 

Cet Sean | En | st i 4 

ETES UOTE aye 

Alors, d’aprés un théoréme de Paley et Wiener, 3 | LE A FF 

| (log | Bo(e-+é)| PCRS ean Wee 

ce qui entraine | 4% | . 28 ee 

HS cane ES loga(t) AF Sheed LATE 

2% 6 é 8 : (115 CO 
(2.6) # IE re dt = pe Ra : t 


Mais log] 9(s)| est sousharmonique et log | (a+ | Zloga(e) pour a réel. 


à 
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Done (*) 


log| @(x + iy)|Za,—a D rm 
8 MIE A T Canta eee 


dans le demi-plan y <1, a, étant une certaine constante. En particulier, pour 
ra Os 


log|o(x)| 2 a+ fa dt =K(x). 
De (2.6) il viendra 


1 + 6° 


ET dt<+, 


{3 dt LED, 


ce qui entraîne 


AE 


Nous avons donc établi que E, est forcément dense dans H lorsque (1.6) est 
valable. 


3. Démonstration de la nécessité de (1.6). 


Nous démontrerons la réciproque du théorème 1 après avoir établi quelques 
lemmes (*). 


Lemme 2. — Désignons par H, l’ensemble des fonctions de la forme 
g(t) = fe @(a) di 


où le support de ® se trouve à l’intérieur de [— a, a] et la dérivée d'est à carre 
intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue. Alors H, est dense dans E, par 
rapport à la norme de H Ne 


Désignons par H, le sous-ensemble de E, où les mesures y. [voir (1.3)]sont 
concentrées dans un nombre fini de points de l'intervalle (— a, a). Soit ».. une 
mesure concentrée au point 8, —a<$< a. Soient o et c les valeurs de py. 
Alors la fonction 9, correspondante est c eff! ae 

Considérons la fonction « triangulaire » A,(< > 0) : 


ea ese HO) 4e, 


e? 
(A) ie) si B—2e <1 Z6, 
Oo ; autrement. 


= 


(+) On considère #(z) e—'44, qui est évidemment une fonction bor née dans le demi-plan y <1. 


(5) Quelques-uns de ces lemmes sont des analogues proches des résultats de [1]. 
(5) Il serait intéressant de voir comment les théorèmes 1 et 2 se mettent en défaut lorsque la 


classe E, diminue. 
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LA, 'ALOLANT TS SSSR Se 
5 + STATE 2 Es 


LS 


La transformée de Fourier de A, est 


Evidemment 9, € Hp. Il est aisé à vérifier que 


lim || c e8¢— 9, (¢) || =o 
&>0 


pour tous nos espaces H. Donc toute fonction de H, est la limite par rapporta la 
norme de H d’une suite de fonctions de H,. C’est-a-dire, H, > Hy. 

Soito maintenant une fonction arbitraire de E,. Alors 9(¢) est, sur — 0 Ci< 0, 
la limite ponctuelle d’une suite uniformément bornée des sommes de Riemann- 
Stieltjes (7). Cette limite est d’ailleurs uniforme sur t-intervalles finis. D'où il 
résulte que H, est dense dans E, par rapport a la norme de H. Donc H, est aussi 


dense dans E, dans le méme sens. 
C0 FD 


Lemme 3. — Sovent a, et a, des nombres complexes avec Ima, © 0. Soit 9 une 


fonction de la forme : 
(3.1) e()= fe®dp(r), 


où le support de la mesure complexe finie y.( = U.,) est contenu dans un intervalle 
fini |—«, a], et telle que 9(a,) =o. Alors la fonction 


Y(t) = 8 (0) 


est de la même forme (3.1) avec le support de la mesure ., contenu dans le méme 
intervalle [— «, «| (*). 


Posons 
0 COR ST 
A(t)= di — A 
z 


em iat si #<"0. 
La convolution A x p. étant donnée par la formule, 
A& w(e) = [AGE — 7) day), 


un calcul aisé donne pour chaque ¢ réel le résultat : 


t— a, 


Fe 1) = fe A x (x) dx + 9(t). 


br UE PT rm em 


(7) Toute somme de Riemann-Stieltjes, comme fonction de t, appartient à Hi. 
(5) Des considérations analogues se trouvent dans l’article [4]. 


(3.2) 


Le Sd 
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Puisque A est égal a zéro pour les valeurs positives de son argument, et 
puisque p. a son support dans [— «, «], nous avons 


A ku(xz)=0 SLT 
et 


a 
A&E) = f A(a—y)dp(y) Sl (Zo. 
max (a7, —&) : 
Done, sia<—a, 


A k po) = f A(a—y)dp(y) 


œ 


= ay bs tf e—ia(x—y) dp(y) 
—a 


l 


of 
Q, — A» 


= : x als ei) d (y) — 0, 
— 


U 


Donc on peut mettre le membre à droite de l’égalité (3.2) sous la forme (3.1) 
exigée. CD, ben Ds 


Lemme 4. — La fonction (b(3))' est continue pour z non réel et prend les 
. mêmes valeurs aux points conjugués 3 et 2. 


Désignons par a, et a, deux nombres complexes dont les parties imaginaires 
sont positives. Soit 9 un élément arbitraire de A. 


Posons 


le — a, 9(t) — p(a) 
p= 1+ manera 


D’après le lemme 3, & appartient a E,. Sans perte de généralité, on peut 


supposer que IF le: Alors 
A2 — Ay t— a, 9(¢) 
1+|¢| [= Gye) —a) G+) e—a) a | 


I ba: 
a+tpe=a|T PIRE | 


| Go — ay | | Go — a, | \ i 
eee PA ee BIS Wy ee eet 
= CRE) Tota) 


aa al 


I I | Go — a | 


Te(a)) 7S Ima, 


I I | As — Ay | 
Ima, 


Pe Pee ae. YN OS a NE | DT TER tO Nb TOS CR PORT RL RP ee 
Roget ST a PU MES MEN ENRS PRE a SC VIRE 


LTÉE TES 


as 
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d'où, permutant a, et a, at: \ 
Rte, Cris det ee | dy — a , : | 
“ | ba) er O(a) ts. Ima, 


| ce qui prouve la continuité de TS dans le demi-plan supérieur. La dernière 


D partie du lemme 4 est une conséquence immédiate de la remarque (*)àla 
page 284. . 


| Lemme 5. — Si l’on a b(3,)—+ pour un point z, non réel, il existe un conti- 
nuum sur lequel b(3)—+. 

Le Bs Vu la continuité de 5 l’ensemble des points du disque |s—2|<p ob 
We =o est fermé (*). Soit T, la composante connexe de cet ensemble qui 
contient le point z,. Supposons que I, ne contient pas un point de la péri- 
phérie |z—3,|—p. Dans cette hypothèse, il existe une courbe de Jordan 
fermée, y, qui ne rencontre ni l’un ni l’autre des ensembles | s — 3,|—=¢ et T,, 
qui entoure Ty, et sur laquelle 6(z) est fini. En raison de la continuité de b 
sur y, on voit que | 
(3.3) b(z) M <o, 3€), 


pour une constante M. Mais b(z) étant la borne supérieure d’un ensemble de 
fonctions sousharmoniques est lui-même sousharmonique. (3.3) entraîne, par 
le principe du maximum, que b(z,) ZM, donc une contradiction. L'hypothèse 
faite sur I’, est donc intenable. Donc, pour chaque 6, 0 Ze < Im4,, il existe 
un He tel quels rate CAO PE ME 


Lemme 6. — Si l’on a b(3,)= +o, Ims, < Dos alors pour chaque eo il 
existe une yeep o. dans E, telle que 


peer. |e -e 


Soit N>o. L'hypothèse entraîne qu'il existe une fonction ©, dans J telle De. 
que |. (s,)|>N. Définissons 9, par | 


rc 


1 (Zo) — Gi (t) 
(t Faas 1 (30) 


D'un 1 théorème de Paley et Wiener il s'ensuit que 9,.€E,. Mais puisque n1E à, 
nous avons l’évaluation 


2 (¢) = 


Me 


. Donc le lemme 6 se trouve établi. 


(*) Bien entendu, pest choisi de telle façon que le disque n’a pas de points communs avec l’axe réel. 


SUR L’APPROXIMATION PAR CERTAINES FONCTIONS ENTIERES. 291 


Lemme 7. — Si Imz,40 et si pour chaque = > 0 il existe une fonction 9.€K, 
telle qu'on a l'inégalité (3.4), alors b(z,)=+0. 


D’après le lemme 2, nous pouvons supposer que ©. est de la forme 
ge(t) = fe @(2) di. 
où ® possède les propriétés énoncées. Il s'ensuit que ¢¢9.(¢) appartient à E,. 


Posons 
LE 


nue a? 
et nt 
ene ae. 
Alors 9 appartient à E, et 
sale 
1+|t¢| i= ; 


Donc © appartient à A, et l'égalité 


| (50) | = € D(z) 
montre que b(z,) est forcément égal à +. 


Taéorème 2. — Si l’on a b(35)——+- pour un point 3, non réel, alors E,—H. 
Réciproquement, si E,—H , alors b(z)—+ pour chaque z non réel. 


D’après le lemme 5 il existe un continuum I tel que, en vue du lemme 6, 


inf 
GEE, 


1 -a|=e 


pour chaque zEI’, pourvu que b(:,) = +. Supposons, dans ces conditions, 
que la fermeture de E, soit différente de H. Alors il y aurait un élément 4 dans 
l’espace dual H* de H, 90, tel que la fonction 

wie Se auth: fiLOlLla@l<e, ul oe 


Le 


(——)= 
7 | f Pi dow, veld), Eris i HSL (do) 


s’évanouit sur I’. En vue de la dernière partie du lemme 4, ceci entrainerait que 


0 )=e 


Donc 0 serait égal à zéro, ce qui constitue une contradiction. Donc E, = H. 


C0. Fed: 


La réciproque est une conséquence immédiate du lemme 7. | 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVU. — Fasc. 3. | 38 


VV fe at: LPS ae E POSAMESI SERRES 
: À { i 8 41 bs ne V4 
{ è 
ay | 292 Ae NE E: J. AKUTOWICZ. x LE à , 
ati site aisé maintenant de terminer la. démonstration du théorème. rit a effet; as 
ce supposons que E, soit dense dans H. Alors, par le théoréme 2, b(i)= + 2. : 
x à Soit o un élément arbitraire de A. Alors ‘ 
ae TE i : 4 Hit POPES L ; " 
SAT doter ler 2 f Da (y >o). be: 
En mettant Ci ES 0, PARLE On obtient PEER re 
A los b(t 414 PUITS Me bye) De 
log|g()|<a+ 2 JET log b(t) ay, ‘ Co tts a . 52 
ce qui est possible seulement si (1.6) est valable. Cs 0. FED, 
4. Une seconde démonstration.  _ Sees lS 
On peut éclaircir le sens de la condition qui intervient dans le théorème 2 2 en E: 
donnant une autre démonstration de sa suffisance le’ est-a-dire, b(s,) = CHE 


pour un 3, non réel entraine E, — H|. 
Placons-nous dès lors dans l'hypothèse E, CH. Alors pour Gane bent 


nous avons la fonction Bo(z) (voir lemme 1). Fixons 3 égal a 3’, Im 3 > 0. Nous Hal. ag 

allons étudier la condition extrémale que voici : | x se 

« 4 % tra fore : . 

LOUE li NERO 

0 étant. soumis aux restrictions des et | 0 js =1. Il existe un 0, extrémal pour Sa a 

lequel be 

Uy sone EAN AN RS NE LC oi a 

bien entendu, 0, dépend de = ', Mais, quoi qu ‘il en soit, i 

(4. 2) ~ Bo, (3) = By(s) Ao dans le demi-plan Im 3 > 0. PORTES QE 

: ’ 19 ez 

‘ (Un résultat ere est valable dans le demi-plan inférieur, > 1) SRE 

Or, supposons par contre qu'il existe om tel ee Bo(41)=0, Im 3, > 0. ae 

Définissons : a 

: fe Er # a) (45 21) =) f Me A> 0; . ods fh DEA k. = 3 < | 

ea) | Lei BUR Ot ; 74 
Rappelons que | | 

Bola) = f eGo (2) dd, hentai 0! x | | + va 

ou ‘ sg 7 FRS l'E ENS 

Eur femao() st SS) oa 

LU) a GSS ba RAR: as a 

Led si Hard, peor. 
, hw 'S 
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Dans la suite n’interviennent que les valeurs de GC) pour A >a. [La 
fonction G.(A) pour A< —a joue son rôle lorsqu'il s’agit de Imz< 0.] Nous 
avons 


0 


face [ Go(Ao(t— A) daa fi Go(A) er 42 f tels dt 
a t ‘ a 


“ Gah 


I 


= PA 
© a4 


if GO) eh etat) ar 
Bo(s) | 


Lei Bo(z) Ja e542 G, (à) PA di fz ; 


Z ia 2 fA tra 
“ao a # 4 oe “a 
B La 1 


D'autre part, en introduisant l’expression (4.3) de G,(X), nous avons 


if Gy (A) a(t — di =i f han fe Ou) dou) 
A 


[4 
ten focuydou) ef (se) dÀ = (tee dw(u) 
e Ll eee oe 


si H=L?(dw), et mutatis mutandis si H = Co. 
Par conséquent, 


“ 


—— 


= By(2) = f eat ( Q)(u) et da (u), 


De Ba à (pr — By 


a #1 


et ainsi de suite. Il est essentiel d'observer qu'en posant 


% U — By 
OA Oo (u 
(eee . o(t) 
on conserve les propriétés 0, EE, et || 9, || == 1. - 
En effet, 
: U — Z; ; 
ET OR Th << CON, 
U — 4, 


et pour chaque 9€E, on a 
0 
0,(9) = fat ete) dole) = (a) f ED aoe) 
+ f 960) @(4) dote) = (51%) Bo(41) e (2) =0. 


Si z, est un zéro de B, d’ordre m1, on arrive, de cette façon, a l'égalité 


(2=2) a Be A 05(u) eM dw(u). 


Z — By U — 31 


Ceci montre d’une part que, nécessairement, B,(z/)<o, et d’autre part, en 
posant 


38. 
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que 


vA 
# 


LOIS 


ZB By 


a | tal 


"| Bo, (2!) | > | Ba, (2") | 


Mais ceci est en contradiction avec la propriété extrémale de 9,. Done (4.2) se 
trouve établi. 

Soit maintenant 0, un élément arbitraire de E+ tel que (4.2) soit valable. C'est 
une conséquence immédiate du lemme 1 que 


|p(z) Bo(z) | =A, À) < +, ger, 
où la quantité A(z, À) ne dépend pas de 9 € A. Donc 


b(s) | Bo(s)|AA(s, À), 


d’où b(s) << + pour tout s non réel. Donc si b(s,)=-++ pour une valeur 


non réelle z, alors E, —H. _ G.Q0.F. D. 


Supposons H=L?(dw), 1C p<, et, en outre, E,4~H. En vue de la 
réflexivité de H nous avons 


(4.4) sup | Bo(z)|—= inf Fs rae I 

0 PEE, || £— 3 
0 étant soumis aux restrictions 9€Ez2, || 4|/=1 (*°). L'égalité (4.4) met bien 
en évidence l’importance de la fonctionnelle B,(z) dans cette théorie et implique 
le résultat suivant que nous avons d’ailleurs établi précédemment sans la 
restriction aux espaces L?(dw), 1< p<. a. 


(1) Nous esquissons la démonstration (voir [5], [6]). Soient X un espace de Banach et / une 
fonctionnelle définie sur un sous-espace F € X. D'après Hahn-Banach il existe /* € X* tel que /* (0) = /(0) 
si 0EF, et || /* || = sup[$eF, || || =1] | 7(0) |. Soit m€X* un prolongement arbitraire de Z; alors 

|| “|| < inf [me ||, | 
m étant soumis aux conditions dites. Soit % e X* un prolongement fixe de /. Chaque m de cet espèce 
est de la forme m = /) — n où ne F. Done 


2 || = inf [[o—n||. 
nerd 
Mais si n* = J) — /*, on a n*(0) =o pour 0e F, done n*e FL, et en même temps || i || = || Lo —n* |]. 
D'où } ; 


sup |/(6)|= inf ||L—nl|. 
ie ie nerd martes 


On applique cette égalité dans le cas où X = L7(dw), F = Ed, 


100) = Bo(2) = f 7 a0(t), b=. 


~ 


en tenant compte de la réflexivité ELL = §,. 
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“eaten — Si la fonction de t, 


réelle de z alors KE, — UH. 


=) appartient à E, pour une valeur non 


5. Une condition nécessaire et suffisante dans L”(dw), 1< p<. 


Soit encore z, non réel, et désignons par C(z,) l’ensemble des éléments 
de E, tels que 9(s,)=1. 


THéoRÈME 3. — Dans les espaces L?(dw), 1< p< , l'égalité 


(5.1) inf 


EC (29) || € — Fo 


est équivalente à E, = H. 


Il est loisible de supposer Im z, > o. 
Supposons que (5.1) est valable et soit 0 un élément de Et. 
On a, par le lemme 1, 


(5) Bo(s) =0(-2-) (Im z > 0, 9€E,), 
donc 


B(m)=0(-2—) [eeC(so)] 
En choisissant 9,,€ C(z, ) tel que 


Jim 
a> © 


Ba( 2») =0( : )=0 
t— 3% 


pour chaque 9€E+. Ceci entraine 


Qn 


il s'ensuit 


D’après les résultats précédents (voir ES ae le corollaire à la fin de la 


section 4), E,=H. 
Réciproquement, supposons que 


_* 


(5.2) inf 


>= 0 
EC (3p) 3 


— Zo ||. 


pour un point 2, Im ~o. Dans ces conditions il existe un élément 
unique Yo € H, 4) 0, pour oT la valeur extrémale est atteinte : 


bd 
+ f— Bo 


|= inf 
PE € (Zo) 


. J. AKUTOWICZ. 
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f à 4 me 1 - k , JE. Nr SF \ 
: Choisissons 9 dans un sous-ensemble dense de E, tel que (¢— 40) 4 ashe 
Pa appartient à E,. Alors, par la définition de Yo, Ce ETES SES 


Qn+ n(t — 40) 9 | 
Aas pour tout RS et pour tout nombre complexe 7. Nous prenons $n tel que À 


t— Zo 


Jeri 


ye i Le Il Pr — Yo || = 0: 
24 ES. Puisque 

Be = 
er } £ — 20 
eS faiblement dans L’(dw), on en déduit que : | : oe 
ro @da(t)+o(n) (nro) ome 


; : 10 È . eS ae 
à ocpnf| —— ig ‘ « re 
Pate | eae l—% 4 \ TRS 
ae ; AC “RES 
En écrivant | a m3 11 


pr % 


Yo 


— Zo} 


tend vers 


p—2 Vo the “ x : ‘aa ta 
—_—_—— » : ‘ + Fr 


t— Zo 


t — Z 


l'inégalité au-dessus est possible seulement si | | (LYS 
(9) S30, GEE + . à «500 


ij ; Done il Ey un Asien non nul dans le ee de L'(dw) qui s’évanouit sur Ey. CR Sy: 
Done E, rain (eV Ae A eT hag RT a 
i Remarque. — Si (5.2) est valable pour une valeur non réelle de 3, Cette 

inegalite est aussi valable pour toute valeur non réelle de 3. Ra” ae 
dt ae 
are ea 
Prenons dans le théorème 3 3, =, as - 2. Soit peC(t)delaforme = | 


Exemple. — Considérons la mesure absolument continue dw(t¢) = 


. 
~ : C ( 
' ' 3 1 


S a o(t) = fete, avec fisrai<e. 


Alors, comme il est facile de le voir, rat LC TT SRE 


HE SR | MN: | : T(u) = ue si u<o, . : “¥ $ ay a 
NOÉ | 9 lu. : #4 LU a AS 


“Done, par la de mp: de Parseval, RAT USA TOUT EN LATINE 


1 


3 ‘ “ : Tf Nr M. re 
fie T Pau. we 
We i | f * | PR \ Re TAN va 
; we eM j 
j 
‘ 
i 
, df 
\ { j 
- AS > 
hi r dx A TN PA 
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Mais, puisque 


DRT) ef By) (u—y)erdy, 
max (— a, u) 


on obtient 
MAR RO RTE em 
| =f e 
—a 
|: e?4 


Donc E, n’est pas dense dans L? (23): 
pe rte 


fe c-ne ef du 


u — f ver @(y dy] dus inf f ee 


—a2cccan 


u—c|?du>o. 


6. Le cas où E, 4H. 


Lorsque la classe E, n’est pas dense dans H, il est inévitable de se demander 
quelles sont les propriétés particulières des fonctions appartenant à la ferme- 
ture E,. Pour répondre a cette question nous allons démontrer le théoréme 
suivant dans lequel H = L’(dw), 1 p< ©, ou bien H = Co. 


THÉORÈME 4. — St l’on a EX H, alors chaque fonction appartenant a E, est 
[sauf sur un ensemble de mesure nulle par rapport à w si H = L?(dw )] la restric- 
tion à Vaxe réel d’une fonction entière de type exponentiel dont le diagramme 
indicateur se trouve dans le segment (— ta, ia) de l'axe imaginaire. 


Soit 0, un élément extrémal défini a partir de n'importe quel point 3’ du 
demi-plan supérieur [voir la section 4, (4.1)]. Par le lemme 1 nous avons 


(6.1) o(z) B(a)=> faut) (Im zs > 0) 


pour tout 9EE, (‘!). Soit fun élément de E,, et désignons par 9, une suite 
de E, telle que lim || f — 9,.|| =o. Il s'ensuit que 


Im z 


(6.2) | @n(3) — 9m (2) |-| Bo(=) | = = (fen —em(e) Paws)’ 


Puisque B,(s) ne s’annule pas dans le demi-plan supérieur, ceci entraine que 
lim 9,(z) est une fonction holomorphe dans Imz >o. Le même raisonnement 


(11) Dans la démonstration on suppose H = [/(dw); si H = Co on emploie, au lieu de (6.1) 
l'égalité 
| I Ue 
9(2) Bo(2)= + [ 2O asc, 
ou : 
fi Q(t)|.| d9(t)| <a. 


1 UN 
298 ER aKUTOWICZ. 
est valable dans le demi-plan opposé. Il reste donc à examiner Vallure de la 
suite 9, sur la droite réelle. 
Dans ce but posons 


avec un choix convenable (¢. inf.) de la constante &. La convergence 9, > f 
dans H et l’égalité (6.1) entraînent 


(6.3) log | @n(a + ty) | 2 Cte + | log | By (x + iy) || (=) 


Il s'ensuit que 


log | Qn(zx + iy) e—Co(e+iy)? | 


lee RUES 
J 2 8 : 2 F I 
=< Cte + ay + Co Y? — cy) x? + {A Shae pour La 
(y-3) +@—2 


Donc on peut choisir & tel que 


log | o,(x +i)e-tteHf| = Cte. 
La suite 


On(2) es (izes ly Spire Js 


est donc bornée sur l’horizontal y =1. Par le méme raisonnement elle est bor- 
née sur yÿ——1. Par le théorème des trois lignes, elle est bornée sur y =o, 
ce qui entraîne par la théorie des familles normales que F(z) = lim, (3) est 
holomorphe dans tout le plan. Les évaluations ci-dessus montrent que l’ordre 
de cette fonction limite est au plus égal à 2. Æ 


Par passage à la limite n > oo dans (6.3) on obtient l'évaluation (‘?) 


| = log|B,(E+i)|| , : 
lop Bir elec PEL Pelle ee My — 
og|F(re™)|<Cte+ ay+— Gg nye (aS EP OR TRUE 


valable pour 0 << 0)< 2, y = 2. Posons 


9 2 / 
PYRENEES Le MT UT ek eae he 
(e, r) y+ (x —E} r+E— 2récosd, 
et 
2 
te r) é 


Mee an Se a ae LL eS eee 
(**) Je remercie M. P. Malliavin d’avoir indiqué l’essentiel du reste de la démonstration. 
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Rémarquons que : 


(D La fonction P(E, r) est bornée en Ë, —2<E<o, uniformément par 
rapport à r(r 1); 


(IL) EP r)=0, 


1 -) 
cette limite étant uniforme par rapport à € dans un intervalle arbitraire, 
fixes |€|/—<A< o; 
(IIL) P(E, 7) Z4P(E, r); 


ie [og | By (é + à) || & 
(IV) aT di < 


Ces faits entraînent que 


(6.4) Tim losl(Pre™) | 


- asin, dans 0<0,<7, 
r>a 


et, mutatis mutandis, dans 7 < 0,< 27. Il s'ensuit par application du principe 
de Phragmén-Lindelof dans les angles 


)@]Z<= et (O—r << = 


que F(z) est de type exponentiel. Ceci est loisible parce que l’ordre de F(z) 
ne dépasse pas 2. Mais alors on voit que 


at Ne 


Tim DE ne Os O22 tr, 


I>” 


puisque la fonction indicateur est toujours continue. Done le diagramme indi- 
cateur de F(z) est contenu dans (— za, ia). 
C. Q. F. D. 


7. Applications. 


Il y a un rapport entre les résultats de ce Mémoire et le problème d’unicité 
d’extrapolation des fonctions positives-définies [2]. Soit F(2) positive-définie 
sur (— À, A). C'est-à-dire, F(¢) est supposée continue et telle que 


PHC tx) 2j%k> 0 


; A 
pour toutes les valeurs complexes de z,, 5, ..., pourvu que car tS 


On démontre [3] qu'il existe toujours un prolongement de F(t) a une foactiol 
positive-définie sur tout l’axe réel. En d’autres termes, il existe toujours au 
moins une mesure w finie So sur la droite et solution de l'équation 


Cae: P(t)= f eda(a) Gomer =k. 


ree ot | ees OWE, i yt, ie ee CRUE NE aaa 
| à, #4 ig M RNA ADP ee 
1 f sis ote Pa 
| À: ihe pnt aMte <4 
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; ; “ ss Bx é : a VE # fl 
Posons a— à et soit E, l’ensemble défini antérieurement. Dans l’espace 
œ . 


À | “a de Hilbert L?(dw) le produit scalaire des éléments 91, 9, €B s'exprime par ~ ; is 2 
# RER LT 
(@, w=fana@don=f- dps(0s).f dita) FO). “EUR 

Il s’ensuit que la fermeture de E, dans L? (dw) est indépendant de n'importe i. 


quelle solution particulière w de (7.1) et dépend seulement des données, 
c’est-à-dire de F(¢), — A <4< A. Notons par 6, la fonction définie à la fin Be Ve “4 
la section 1. | x 


Taéorëme 5. — Il existe au plus une mesure w défi nissant une extrapolation a 
de F(t) telle que ayn The ng ME”, 
fee dt= + 0, { Pr SC a 

r x Hé | Lac 14 


et telle que la famille N des ensembles de w-mesure nulle est fixée. 
Or, supposons que les mesures w et w, satisfont aux hypothéses faites. Par 24 
le théorème 1,E, est nécessairement dense à la fois dans L?(dw) et dans L? (dw). 


Ceci entraine pour chaque valeur de z non réelle que Ta fonction 7. ge end | ot 
tient à la fermeture de E, dans ces deux espaces. C’ agt-acdire nous avons neue 30 
suites 9, et d, dans E, telles que PERS on. 
x ’ 4 

lim || 9, — = Onn EL lim |] dy — : | == 0: aK: 

n>« — Sl), 0 ; ne : £— 5 |lo, Mq à 

| Donc il existe deux sous-suites Dp, et ni telles aoe a 
4 : ; # re 
PROS t€Ni, (Ni) =0 As a 
. (PR t = No, @o(N2)=0. - , 4 


x ‘08008 a= ; : (Pn, + Yn,)- Alors y, est une suite de Cauchy dansE,quiconverge 


vers << dans L'(de) 0 et aussi dans Etap) En vue de la remarque faite = 


plus HAUT “ie : | re ee 
Cu 3 Jo, En (Xr 1 )w > pa aa 
donc, si k + «, on obtient : 


(. I 1 | i eae he 
c'est-à-dire MARNE HER a 
do(t) _  dao(t) ciel i 

- as MS fs a : AS + 

d’où & = Wp. . Dan CE Pee 
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On peut exprimer le théorème 5 autrement. En effet, considérons l’ensemble 
des fonctions L(t) bornées et continues sur —% <(t<(o qui sont transformées 
de Fourier-Stieltjes des mesures oo de masse totale finie avec la famille N 
des ensembles de w-mesure nulle fixée : 


L(t) = fé du(). 


Fixons a © 0. Avec chaque w de cette espèce et avec la norme hilbertienne 
de L?(dw) on construit la fonction D(—= ba). Soit Q,, le sous-ensemble 


des L(z) tels que 
[asses 


I+? 


Tutorime 6. — La classe Q,,x est quast-analytique dans le sens que chaque 
fonction appartenant à cette classe est déterminée d'une façon unique sur tout 
Lane réel par ses valeurs sur l'intervalle (— 2 a, 24). 
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ERRATUMS. 


Esquisse d’une théorie de la multiplication des variables aléatoires, 
par M. Paul Lévy. 
(Ann. Ec. Norm. Sup., 3° série, t. LXXVI, fasc. 1.) 


Page 61, formule (4), 


au lieu de —, —,; lire 
u 


Page 79, 1° ligne après la formule (W. 14), 


au lieu de borné dans [o, «], lire tel que [ Ri <a 
; abe 


Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 
3° série, t. 17, 1960, p. 303 à 410. 
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INTRODUCTION. 


Depuis les contributions fondamentales de Cauchy (| 26]; [36], p. 10; [ 68 |, 
p- 95); Gauss ([ 113 |; [36], p. 38; [68]; [1418], p. 5) et Laguerre, on enregistre 
un très grand nombre de travaux sur la « localisation » (ou, « géométrie ») des 
zéros des polynomes d’une variable complexe. On peut se renseigner sur bon 
nombre d’entre eux dans les livres de Dieudonné [36], Marden [68] et 
Walsh | 118], et dans l’exposé, plus ancien mais particulièrement suggestif, de 
Van Vleck [113]. D’autre part, des faits récents tels que la découverte en 1955 
par Biernacki [12] d’une réciproque du théorème célèbre de Gauss-Lucas, 
montrent que le sujet est encore loin d’être épuisé; tandis que, la démonstra- 
tion du théorème d’Erdés-Lax que De Bruijn [31] a donnée en 1947 (et ses 
autres résultats dans | 31 |, en rapport avec le travail plus ancien de Schaake et 


Van der Corput [105]) offre un exemple frappant de ce que l’application des 


résultats classiques de la localisation à l'Analyse des Hanoi peut encore 
donner. 

Les problèmes de la localisation ayant été toujours considérés comme des 
problèmes pour une classe spéciale de fonctions analytiques, les polynomes, le 
sujet ne semble pas avoir attiré les feux de la mathématique moderne. (vozr les 
préfaces de [36], [68], [118] et le traitement très classique d’un problème 
de localisation dans Boursaxt, Topologie générale, chap. VIII (2° éd.), p. 97, 
ex. 1.) Il n’a donc pas été question, dans le passé, de chercher la généralité 
propre (au sens moderne du terme) des problèmes et des résultats de la loca- 


+ 
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lisation; sans que, pour autant, des faits liés à une telle recherche ne se 
présentent pas d’eux-mémes, déguisés sous la forme d’ « élémentarité », de 
« simplicité », d’ « élégance », etc., comme dans tant d’autres cas de la mathé- 
matique classique; faits, qui avaient fini par créer la quasi certitude intuitive que 
certaines méthodes « élémentaires » sont liées à la « nature » même du sujet 
(vorr les préfaces de [36], [68] et [118]). Tendance heureuse qui, inaugurée 
par les démonstrations de Cauchy et Gauss, a trouvé une source d'inspiration 
particulièrement féconde dans les travaux de Paul Montel (| 78H 88 |). A côté 
de ses propres découvertes bien connues sur le sujet, c’est l'esprit de ses 
démonstrations « algébriques » qui a pénétré la localisation tout entière et 
préparé la voie pour la recherche de la généralité propre des choses, pour 
l« algébrisation » du sujet, si j'ose dire. 

En nous proposant ce but, nous devions tenir compte du fait que la loca- 
lisation formait plutôt un riche ensemble de problèmes, de résultats et de 
méthodes qu’une « théorie »; ceci nous a obligé à choisir certaines notions et 
certains théorèmes, aptes à être généralisés de façon utile, comme notions et 
théorèmes fondamentaux. 

Chacun des chapitres I-IV du présent travail correspond à un élément de ce 
choix. | 

Voici certains des résultats auxquels ce choix nous a conduit : (les besoins de 
l'exposition nous conduisent ci-dessous à placer les chapitres dans l’ordre II, 
Ul, IV et I). : 


Chap. Il. Les théorèmes fondamentaux de Gauss-Lucas et de Laguerre- 
Walsh, convenablement énoncés s'étendent à tout corps commutatif (§ 7). 

Quand le corps K en question est algébriquement clos, cela entraîne, par 
exemple, les résultats suivants : 


a. St la caractéristique de K est o (respectivement p ©>0o), tout poly- 


nome NC [resp. avec v;40, 1 (modp)| vérifie le théorème d’Allardice- 
Ballieu (th. 5, $8), qui est un résultat fondamental pour le problème de Landau- 
Montel; la méthode de démonstration est encore celle de Fejér-Montel. 


b. Sila caractéristique de K est o (resp. p > 0), tous les résultats fondamen- 
taux pour les polynomes apolaires et leurs applications restent valables (théorèmes 
de Grace, Szegô, Walsh, Marden, etc.), y compris le théorème célèbre de 
Grace-Heawood et (essentiellement) le résultat remarquable de Biernacki 
cité au début (resp. pourvu que les polynomes considérés soient de degré < p)(§ 9). 


Ces généralisations sont devenues possibles grace à l’introduction de la notion 
de « d.e. ». (en rapport avec la notion auxiliaire de «5. e. »), notion comple- 
tement neuve, nous semble-t-il. Elle généralise pour tout corps (non nécessal- 


A 


À 
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rement commutatif) F la notion de cercle « projectif » (« cercle » ou « domaine 
circulaire » au sens de la théorie des fonctions d’une variable complexe), plus 
précisément, pour tout corps projectif F,—= FU |w }; nous démontrons que, les 
transformations « homographiques » de F,, transforment les d.e. en d. é. 
Cela généralise le théorème classique pour la conservation des cercles de G,, par 
les transformations homographiques (G = plan complexe) (A’ du chapitre II). 


Chap. Ill. a. Après avoir étendu, sans difficulté, aux espaces vectoriels 
topologiques sur un corps ordonné K, plusieurs propriétés des espaces vectoriels 
topologiques sur le corps des réels R (A’ et Appendice III), on est conduit à 
définir les « d. e. » d’un espace K,-préhilbertien séparé (K, étant ordonné et 
pythagoricien). Dans Visomorphisme canonique de K; et K,(z), les d. e. de 
l'espace K° s'appliquent biunivoquement sur les d. e. du corps K,(t); on peut 
donc les identifier. 

Notons « d. c. » la généralisation naturelle de la sphère « projective » dans 
KU {o! (qui coincide avec cette sphère même dans R"U{ | ), considérée 
dans le paragraphe 13; notre théorème 26 affirme alors que, dans K} Uj}, 
où K, est supposé maximal tout d. e. de frontière non vide est un d. c. Cela résout 
complètement le problème de la caractérisation « concrète » des d. e. de fron- 
tière non vide (resp., de la caractérisation algébricotopologique des d. ce.) 
de Kr U{w}. 


Note. — Walsh ([ 118], p. 62) avait, par une autre voie, démontré un résultat 
indirectement équivalent au cas particulier K,—R et n= 2 du théorème 26. 


Rappelons que (selon Artin et O. Schreier), tout corps commutatif algébri- 
quement clos, de caractéristique 0, K peut être mis sous la forme K —K, (1), 
K, étant ordonné maximal et à vérifiant l’équation 2? =— 1. La conjonction de 
ce fait et de notre théorème 26 entraîne que, les d.e. (par rapport à la 
K,-convexité), de frontière non vide, du corps topologique K =K,(i) sont tout 
simplement les d. c. de K,. Le problème de la caractérisation « concrète » des 
dits d. e. du corps K est donc complètement résolu. 


b. Les succès répétés de l'interprétation mécanique de Gauss (voir, par 
exemple, [118 |), considérée traditionnellement comme liée à la « nature » 
_même du sujet, demandaient leur explication « structurale ». Or, celle-ci est 
presque immédiate, pourvu qu'on se débarasse des hypothèses superflues et 
qu'on utilise un langage approprié ($ 3-5). Parmi les généralisations inévi- 
tables que cela entraîne, signalons celles (immédiates) des théorèmes bien 
connus de Jensen et de Bôcher. 


Chap. IV. L'ordre du corps ordonné maximal K, et ses propriétés algé- 


briques suffisent pour démontrer tout théorème usuel de la géométrie et de la 
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trigonometrie élémentaires planes, dans lequel il n’est pas question de comparer 
les longueurs de deux ares de cercles des rayons différents, où la longueur d’un 
arc de cercle et d’un segment rectiligne. Cette remarque simple nous a conduit 
à une définition des angles dans K, (§ 1); les « nombres » trigonométriques de 
nouveaux angles vérifient toutes les formules additives usuelles. Cela permet 
de définir « args» avec la propriété arg( sz?) = q, args, + qo arg 3.(gi;EQ), 
qui exprime un isomorphisme fondamental. 

On est en mesure maintenant d’étendre à K,(z) la théorie « directe » des 
fonctions rationnelles, y compris le principe de l'argument, de Cauchy, et le 
théorème de Rouché. 

La conjonction de ces faits, du chapitre IE et du paragraphe 7 du chapitre I 
étend, d'un seul coup, la plupart des résultats connus de la localisation à tout 
corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique o (voir § 6). 


Chap. | a. Toute inégalité « suffisamment générale » pour la minoration des 
valeurs absolues de tous les 3éros d’un polynome s'étend, a priori, aux séries 
de Taylor (§ 5-6). Cela s'applique, en particulier, à toutes les inégalités de 


notre connaissance. 


On arrive à ce fait utile (qui, dans cette généralité, ne semble pas avoir été 
remarqué auparavant) par deux voies différentes, indépendantes lune de 
l'autre : | 


1° par des considérations ayant trait à la théorie des fonctions d’une variable 
réelle et établissant divers faits simples (nouveaux, nous semble-t-il) pour 
des fonctions éventuellement discontinues (§ 1-4); 


2° par des considérations topologiques sur certains espaces fonctionnels (§ 5). 
P $ 


b. Ilarrive, en mathématiques, que les nouveaux points de vue conduisent 
à des méthodes de démonstration nouvelles; c’est ainsi que l'introduction de 


‘la méthode « des fonctions décroissantes » nous permet de démontrer, d'une façon 


simple et uniforme, toutes les inégalités « explicites » (pour la minoration, etc.) 
de notre connaissance. Des faits apparemment très divers aquièrent ainsi un lien 
intrinsèque. | 

La méthode permet, en plus, d'obtenir autant d’inégalités nouvelles qu’on veut, 
pour la minoration des valeurs ahsolues de tous les zéros d’une série de Taylor 


(Be ehap. 1: 


Note. — Le souci d'utilité et de justice a rendu l'historique du chapitre I 
quelque peu étendu (§ 8). La littérature systématique sur le sujet est, en effet, 
là-dessus imparfaite; par exemple, elle passe sous silence des résultats impor- 
tants et généraux contenus dans Kojima (| 52], 1917) et Carmichael ([ 24], 191 n), 
tandis qu’elle cite abondamment des résultats particuliers de ces auteurs, y 
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compris le théorème de « Carmichael-Mason » ([23], 1914), cas particulier d'un 
théorème de M. Petrovitch ([99], rgo1), ayant fait l’objet d’un article bien 
connu de Landau ([63 a], 1905), etc.; et les démonstrations de plusieurs inéga- 
lités classiques continuent à être basées sur des artifices plus ou moins particu- 
liers, tandis qu'il existe depuis plusieurs années une méthode simple et 
générale pour leur démonstration, celle de Markovitch ([70], 1939: 
[71], 1948). | 

Si la localisation a été l'objet de cette recherche, les remarques qui ont 
conduit à sa généralisation ont été quelquefois, si j'ose dire, plus générales que 
l’objet. Plusieurs de ces remarques sont groupées dans les parties A’ des 
chapitres I, III et IV, l’Appendice III, et dans les paragraphes 1-4 du cha- 
pitre IV. Citons, à titre d'exemple, la validité, dans un corps commutatif algé- 
briquement clos de caractéristique 0, du principe du module maximum pour les 
. fonctions algébriques (chap. IV) et du théorème déjà cité d’Erdés-Lax pour les 
polynomes (chap. IV). 

La présente thèse est dédiée à la mémoire de Panayiotis Zervos, dont un 
travail [ 122 | a attiré mon intérêt sur les racines des équations algébriques, dès 
mon entrée à l’Université d'Athènes (1949). Ce fut ensuite un théorème de 
Paul Montel (exposé dans le livre [ 30 ] de M. N. Criticos) qui m'a orienté vers la 
localisation. L'enseignement ensembliste et d'inspiration philosophique de 
P. Zervos ([ 123], [123 b |) et les exigeances de rigueur de M. N. Criticos, en 
même temps que ses encouragements et ses conseils, ont beaucoup influencé le 
début de mes recherches. Celles-ci ont enfin trouvé leur source d'inspiration 
principale, d’une part dans les travaux de Paul Montel, et de l’autre, dans 
l'œuvre et l’enseignement de l’École abstraite de Paris. 


J'adresse mes vifs remerciements à tous les spécialistes de la localisation qui 
ont bien voulu me renseigner sur leurs travaux; la correspondance avec 
M. Marcovitch, en particulier, me fut très utile. 


Des remarques de MM. Denjoy et Bouligand ont permis d'améliorer certains 
points essentiels; je leur adresse mes remerciements respectueux. 


Il convient, enfin, de rappeler que plusieurs mathématiciens grecs et, surtout, 
Th. Varopoulos (récemment décédé) s'étaient occupés auparavant des côtés 
classiques de la localisation, sous l'influence directe de Paul Montel. | 


Note. — Au moment où ce manuscrit était prêt pour l’imprimeur j'ai pris 
connaissance de la théorie des angles dans K; que Bourbaki venait juste de 
publier (B. Algèbre, chap. 9), théorie évidemment beaucoup plus savante que 
celle que nous esquissons dans le paragraphe 1 du chapitre-IV. Comme, toute- 
fois, cette dernière avait été exposée oralement au Séminaire Dubreil-Pisot, le 
9 mars 1959 et comme la partie correspondante de mon manuscrit de thèse était 
déjà entre les mains de M. Pisot (bien avant la publication du chapitre 9 de B.), 
j'ai cru pouvoir ne rien changer ci-dessous. heim 
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CHAPITRE I. 


SUR LA LOCALISATION DES ZÉROS DES SÉRIES. 


A’. — Préliminaires. Extension aux séries de certains théorèmes pour les polynomes. 
s Généralité propre de certains résultats. 


1. SUR LES SERIES DES FONCTIONS MONOTONES. — Terminologie, notations 
© = ensemble vide; P(E) = ensemble des parties de l’ensemble E; I = inter- 
valle de l’ensemble totalement ordonné E; si I est un segment d’extrémités a et 
b, on le désignera, parfois, par [a, b]; |a, b]— l'intervalle ouvert à gauche et 
fermé à droite, de mêmes extrémités : (a, b[ = l’un des intervalles Ja, b[, [a, b[, 
le choix étant implicitement déterminé chaque fois. Fonction croissante — 
fonction non décroissante; f varie dans le même sens dans I = j est monotone 
dans I; les /, varient dans le même sens = les /, sont soit toutes croissantes, 
soit toutes décroissantes = les f, sont des fonctions monotones de même type. 
Quand l’ensemble de convergence d’une série de fonctions [+R est un intervalle, 
on l’appellera « intervalle de convergence de la série ». 

(N= ensemble des entiers naturels, Z — anneau des entiers, Q — corps des 
rationnels, R— corps des réels et G — corps des complexes). 

On a souvent à supposer qu’une série de fonctions R ->R converge dans un 
intervalle (a, b). Il y a donc intérêt à étudier les deux problèmes distincts 
suivants pour une famille (/,)en de fonctions (a, b) +R : 1° Trouver des 


conditions suffisantes pour que l’ensemble de convergence de DA soit un 

4 SEY 
sous-intervalle de (a, b). 2° Déterminer cet intervalle par une condition autre 
que celle d’étre le dit ensemble de convergence. 

Une solution classique est celle du théorème de Cauchy-Hadamard pour les 
séries de Taylor (resp. du théoréme analogue pour les séries de Dirichlet). On 
peut aisément généraliser les conditions de ce théorème. Commençons par 
supposer que I est un intervalle d’un ensemble totalement ordonné quelconque E 
et que les f, : IR varient dans le méme sens. Dans le cas particulier où tous les 


C2) 


f, sont à valeurs positives, il est évident que l’ensemble de convergence de Sy 1 


M==0. 


est un intervalle; on peut aisément démontrer le même fait dans le cas général; 
la démonstration repose sur le 


Lemme 1. — Si les points x, X» >, appartiennent à l’ensemble de convergence 
de à fr» tout point ËE| x, x, | appartient aussi à cet ensemble et la somme de 


la série en & est comprise entre ses sommes en Li et en Lo. 
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Démonstration. — Supposons, par exemple, que les /, sont croissantes. Alors 
quels que soient m et nm, 


SALSA ELY fa). 


Vom v7 Voorn 


La convergence de la série numérique DA) res. D (æ.)| implique 


v—0 Vize0 


que, pour ¢ > 0 et mm: (resp. m= m_), on ait 


A 


— 5 < > dies) resp. > flare) ert, quel que soit n ~m ; 


V= NE vom 


donc, pour m=. max {m., m:}, 


—2< D far) LI PE) Y Mla) <s, 


vom Vos In Yom 


æ 


ce qui démontre la convergence de DH l’autre assertion du lemme devient 


alors évidente. 
Taéorkme 1. — Si les f, : [+R varient dans le même sens, l’ensemble de 


convergence de > fv est un intervalle V CI. Dans le segment | Y, à]CI la conver- 


gence de la série est uniforme. 


Les cas triviaux (I’=@, I’= un seul point) mis à part, c’est une conséquence 
immédiate du lemme. 


CoroLLAIRE 1.1. — Hypothèse : les f, : 1+ R(vEN) sont monotones sans 
varier nécessairement dans le même sens. Conclusion : L'ensemble de convergence 


L 2 


commutative de D J, est un tntervalle "CT et la convergence de la série est 
V=0 

uniforme dans tout segment | Y, à | CI”; I" est également l’ensemble de convergence 

absolue de la série. 


Démonstration. — Soit A l'ensemble de convergence commutative de la série. 
L'hypothèse de commutativité entraîne la sommabilité de la famille (/, ke en 
tout point de A. Désignons alors par 9; les f, croissantes et par a, les autres f, : 
l'application du théorème de l’associativité de la somme d’une famille sommable 


à la décomposition (9,)U(9,) de (f,) donne Das = D+ D'ou en tout point 
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de A; l'application du théorème 1 aux séries du second membre montre que 
1° l'intersection I” de leurs intervalles de convergence I’ et I” contient A, et 


oO 4 5 Sa : rs 
2° en tout point de I” DA converge absolument, done commutativement. 
IouA =" 

Dans le cas particulier où toutes les f, sont à valeurs positives, on : peut 
supprimer le terme « commutative » dans la conclusion du corollaire 4.1. 
D'où, le 


wn 


CoROLLAIRE 1.2. — Sort (f,)ven une famille de fonctions |+R,. St > ie 


Vie= 0 
converge en deux points x,, 2, > x, sans converger uniformément dans [ 2, æ, | 
tout entier, ul existe des f,, d’indice v aussi grand qu'on veut, qui ne sont pas 
monotones dans | x,, æ; |. 


Les remarques suivantes sont évidentes : 


1. On peut passer aux résultats analogues pour les suites de fonctions 
2, :1->R, où g,,, — g, est monotone. : 


2. Dans le théorème 1 (resp. corollaire 1.1) la fonction F =I! > R (resp. 
I” +R) définie par F(x) TE est monotone (resp. différence de deux 


fonctions croissantes), donc, quand K = R, intégrable au sens de Riemann dans 
tout segment [ y, à |CI' (resp. CI”), l'intégration pouvant étre effectuée terme à 
terme. 


! 


3. Soit E un ensemble totalement ordonné quelconque, muni de la topo- 
logie G,(E) (voir chap. III, § 1). Si, dans les hypothèses du théorème 1 (resp. 
corollaire 1.1), les f, sont continues, la fonction F définie ci-dessus est continue 
dans \' (resp. I"). Les hypothèses spéciales : l= R, f(a) = a,a” etT”=T[+,0] 
donnent un théoréme classique d’Abel. 


4. Le théorème I permet de donner au théorème de Fubini ([103], p. 12) la 
forme suivante : Toute série de fonctions croissantes (resp. décroissantes ) peut 
être dérivée terme à terme dans son ensemble de convergence H sauf, au plus, en 
un sous-ensemble de mesure nulle de H. 


En effet, H est nécessairement un intervalle (éventuellement vide); i n'y a pas 
besoin de le supposer expressément. 


Méme remarque pour le dernier exercice du chapitre X de Bourbaki [18 |; 
on peut également supprimer l'hypothèse de la continuité de /, dans cet 
exercice, seule l'hypothèse de la monotonie de même type des f, étant 


essentielle. 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. 4o 
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5. Soit (a, b)CR. 1° Soit (p, en une famille de polynomes R +R. St tous 
les p, varient dans le méme sens dans (a,b), pa p, définit une fonction continue 
dans son intervalle de convergence (y: 0)c(a, b). 
2° Si les restrictions des p, à (a, b) prennent seulement des valeurs positives, 
et si Dip. converge en deux points 2, % > 2, de (a, 6) sans qu'il définisse une 


fonction continue [x,, 2, | +R,, il existe des p,, d'indice v aussi grand qu’on veut, 
qui ne sont pas monotones dans | x,, X, |. 


5 


6. La série de fonctions monotones (a, b) +R la plus générale peut toujours 


étre écrite sous la forme > (fs + foyis), où les fo, sont croissantes et les 
Vz2=0 

foi décroissantes. Son ensemble de convergence absolue est un intervalle, 

mais cela n’est plus toujours vrai pour son ensemble de convergence; l’étude de 


ce dernier pose des problémes intéressants. 


7. Des problèmes se posent même dans le cas où la série est supposée 
convergente dans un intervalle de R. Par exemple, les fonctions définies par ces 
séries sont de classe de Baire au plus 2 (puisqu'elles sont limites des fonctions 
ayant un ensemble dénombrable des discontinuités), tandis que toute fonction 
de classe au plus 1 peut être représentée par une telle série (série des poly- 
nomes R->R, théorèmes de Weierstrass et de Baire); il est donc naturel de 
se poser les problèmes : 1° Eaiste-t-il des fonctions de classe 2 qui soient limites 
des fonctions à variation bornée? Existe-t-il des fonctions de classe 2 qui ne soient 
pas de telles limites? 


8. Soit (a, b)CR. Sierpinski a démontré que toute fonction mesurable 
(a, b) +R coincide presque partout avec une série de polynomes. Ce résultat 
fondamental n’est pas toujours applicable à la recherche des zéros d’une 
fonction discontinue, car il y a des problèmes où l’on ne peut négliger même 
un seul point; la connaissance d’une suite convenable de fonctions qui convergent 
partout vers la fonction donnée pourrait alors être utile; il y a même des raisons 
qui rendent particulièrement souhaitable l'uniformité de cette convergence 
(voir § 2-3), . 

C'est un des rapports des questions considérées ci-dessus avec la recherche 
et la localisation des zéros des fonctions. 


Examinons à présent le problème 2° du début de ce paragraphe, dans le cas 
où (a, b)CR et les /, sont des fonctions croissantes (resp. décroissantes ) 
(a, b)-»R,; on supposera que l’intervalle de convergence (y, à) est non vide. 
Alors, trivialement, y — a (resp. à —b); pour déterminer 3(resp. y), considé- 


rons la fonction croissante (resp. décroissante) y(a) =limsup V/,(æ). Dans le 
' V>o 


RÉPEETS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE. 313 


cas particulier où la monotonie de y(æ) est stricte, la considération de sa fonc- 
tion inverse æ(y) ce it à 0 — res == Int 2e(ae)) 
(y) conduit à à = sup) [ resp. = meet ) | 


Le corollaire 1-1 entraine la 


PROPOSITION L. — Soit DCC et (a, Ven une famille de fonctions D > G. S'il 
existe une surjection > : D > (a, b)CR et une famille ( f, vex de fonctions mono- 


tones (qui ne varient pas nécessairement toutes dans le même sens) f, : (a, b) +R,, 
telles que pour tout zED, on ait |5,(3)| — f,(9()), alors, l’image par © de 


LA ‘ S / ts : 
l’ensemble de convergence absolue de >: o,( =) coincide avec l'intervalle de conver- 


gence (Y, à) de aie hess, et la convergence de d2,( 3) est uniforme dans tout 


ensemble dont l’image par 9 est un segment contenu dans (+, à). 


Applications. — 1. Les séries de Taylor : s,(z)=a,2", o(3)=|2| ct 
f,(æ) = |a,|x". On déduit de là le théorème pour les séries de Laurent. 


2. Les séries générales de Dirichlet : 


oy (ej Sea, er o(s) = R(z) et Hie zs rar eae 


2. SUR LES « ZEROS » DES FONCTIONS DISCONTINUES. — La connaissance d’un zéro 
d'une fonction continue nous renseigne topologiquement sur les valeurs que 
prend fau voisinage de ce zéro; ce n’est plus nécessairement le cas quand f est 
discontinue en ce zéro. La connaissance des zéros d’une fonction discontinue est 
done souvent, considérée isolément, moins intéressante et moins maniable 
que celle des zéros d’une fonction continue; c’est pourquoi nous intro- 
duisons ci-dessous la notion plus générale de c-zéro (resp. d-séro) d’une 
fonction définie dans un espace topologique et prenant des valeurs complexes 
(resp. réelles). Dans le cas des fonctions continues, les deux notions coincident 
avec la notion ordinaire de zéro. 


Les c-zéros. — Soit E un espace topologique et soit f : E — C. 

Durinition 1. — Un point CEE sera appelé « c-zéro » de f, si l’on a 
liminf| f(æ)|= 0. St yEQ, et si £ eK est un c-séro de f(x) —Y, on dira que f 

æ>t 


a en Q la « c-valeur » Y. 


L'ensemble des points où j prend la mème c-valeur y est fermé dans E. 

Si f est continue au point €, elle a une unique c-valeur, COMTE 

Supposons, pour un instant, que E est compact. Élargir l’ensemble A des 
valeurs de f par l’adjonction de ses c-valeurs revient alors à considérer la ferme- 


ture A de À. 
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Démonstration. — Soit a&A. L'image réciproque. par f du filtre des 
voisinages de a est une base de filtre B sur E; il existe b€E adhérent à B. 
Comme tout voisinage U de 6 rencontre tout ensemble de B, f(U) contient 
d'éléments aussi proches qu’on veut de a. 


D'où, le 


Taéorème (de Weierstrass). — Si E est compact et si f est bornée, f atteint ses 
bornes, en tant que c-valeurs. 


Revenons au cas d’un E quelconque et soient (/, )en une famille de fonctions 
quelconques f, : K -> G, P une partie infinie de N; si /, possède des c-zéros, ¢, sera 
choisi arbitrairement parmi eux. Avec ces notations, on a le 


Taéorème 2. — Hypothèses : Tout point de E possède, 1° un système fonda- 
mental dénombrable de voisinages, et 2° un voisinage dans lequel la suite ( f,)ven 
converge uniformément vers une fonction f : E > G. 


Conclusion : Toute valeur d’adhérence CEE de (©, ),ep est un c-séro de f. 


Démonstration. — L'hypothèse | f| > & > 0 dans un voisinage U de € entraîne 
que | f,| > dans U, pour un certain € | 0, ] et pour v assez grand. 


Tutorime 2 b. — Hypothése : 1°; E est localement compact et (f, ven converge 
uniformément dans toute partie compacte de E. 


Conclusion : Celle du théorème 2. 


Dans le cas particulier où les /, sont continues, on peut remplacer, dans le 
théorème 2 (resp. 2) le terme « c-zéro » par « zéro ». 2b généralise alors la 
première assertion du théorème suivant de Hurwitz ([68], p. 4) : Soit (/, ver 
une suite de fonctions analytiques d’une variable complexe, convergeant uni- 
formément dans toute partie compacte d’un ensemble ouvert et connexe A vers 
une fonction /, non identiquement nulle. Alors, 1° toute valeur d’adhérence 
CEA d’une suite (¢,),ep annule /; et 2° si TEA et f(%’) = 0, chaque voisinage 
assez petit V de C’ contient un nombre des zéros de f, égal à la multiplicité du 
zéro € de /, quel que soit n ny. 

Les d-séros. — Soient E un espace topologique et f : E +R. 


Dérinition 2. — Un point EE sera appelé « d-zéro » de f si l’on a 
lim inf f(æ) lim sup f(x) <0; 
Ue>s x$E ar Ré 


? N ! « A ° ae . . PAC 
en d’autres termes, & doit être soit un c-zéro de /, soit un point dans tout voisi- 


nage duquel f change de signe. S YER et si £EE est un d-zéro de f(æ)— 7, 
on dira que f a en & la « d-valeur » +. 


“23 
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L'ensemble des points où f prend la méme d-valeur y est fermé dans E. 

Si fest continue au point &, elle a une unique d-valeur, FO)proms. 

Soit A, l’ensemble des c-valeurs de fet A, celui des d-valeurs. A, UA, (=A;) 
a alors les mêmes bornes que A,. D'où la validité du théorème cité 
« de Weierstrass », aussi pour les d-valeurs. 

Supposons, pour un instant, que E est connexe. Alors, st [ possède des 
d-valeurs > o et des d-valeurs < 0, elle a au moins un d-zéro. 


Démonstration. — f possède alors des valeurs > o et des valeurs < 0; done, 
quand f n’a pas de d-zéro, on peut définir la partition E=E, UE, suivante de E: 
E, (resp. E,) est la réunion de tous les points x de E tels qu’il existe un voisi- 
nage de x dans E, en chaque point duquel on a />o (resp. f <o). E, et E, sont 
alors des ouverts, ce qui contredit l'hypothèse que E est connexe. 


Taéorëme (de Bolzano). — St E est connexe et si [ prend les d-valeurs 4 et 8> 4, 
pour chaque élément y de | 4, 6] il existe au moins un point x de E tel que f(x) 
prend la d-valeur +. 


Si f est soit partout > 0, soit partout < 0, on dira qu'elle « garde un signe 
constant ». 

Considérons les théorèmes 2 et 2 b; si l’on écrit «d-zéro» au lieu de «c-zéro », 
ils restent valables. On les appellera resp. « théorème 3 » et « théorème 3 0 ». 

Des théorèmes 2, 2b, 3 et 3b on passe de façon évidente aux résultats ana- 
logues pour les séries. 


a 
Dans le reste de ce paragraphe, on supposera toujours que K= (a, b) CR. 


Une fonction strictement monotone f peut atteindre chacune de ses d-valeurs 
au plus une fois; donc, st fne garde pas un signe constant dans (a, b), (a, b) 
contient exactement un d-zéro de f. 

Réciproquement, si /, supposée par exemple strictement croissante, a un 
d-1éro = dans |a, b[, on a f(E —e) <0 et f(E+¢) >0, quel que soit ¢ > 0 
(pourvu quea<§E—e<E+e<b). 

La conjonction de cette remarque et des théorèmes | et 3 démontrent la 


Proposition 2. — Soit (8, ven une famille de fonctions (a, b) > R qui varient 
dans le méme sens et dont au moins une est strictement monotone. La fonction 


; : FF , - : 
(strictement monotone) définie par f(x) => g(a) dans Vintervalle de conver- 
Ÿ=0 
gence (y, à) de cette série a les propriétés suivantes : 1° St, pour n assez grand, 
IL 


° d a Fe Re fg 
19 g, ne garde pas un signe constant dans (y, 92), la suite des d-séros ©, des f, 


Y=0 


converge vers un d-zéro de f; elle converge donc vers le d-1éro de f. 2° Si f 
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. . ty, A { . 
possède un d-zéro £ (nécessairement unique) et si €€ jy, Ô[, tout voisinage V 
: ; ; ; 
de = contient un d-zéro, nécessairement unique, de f,, quel que soitn ~n(V). 


On possède donc, dans le cas des fonctions /, strictement monotones, une 
extension compléte du théoréme de Hurwitz énoncé pour les d-zéros, (elle 
s applique évidemment aux zéros eux-mêmes quand toutes les f, sont continues). 


3. Les APPLICATIONS J-H er LE PREMIER THEOREME D'EXTENSION. — Soit E un espace 
topologique dont tout point possède un système fondamental dénombrable de 
voisinages et soit (A,)en une famille de parties de E. On dira que ACE est 
l « ensemble d’accumulation » de (A,)ven, si A est la réunion des points 3€E 
ayant la propriété suivante : Chaque voisinage de x rencontre une infinite 
d’ensembles A,. On notera À — J((A,)). C’est la définition de Janiszewski ([16], 
p. 244), formulée dans sa généralité propre. 

Considérons l’ensemble #, (resp. £) des applications EC, muni de la 
structure (uniforme) de la convergence dans les ensembles d'une partie $ de 
P(E) (resp. de la convergence compacte). Terminologie : celle de [18] 
(chap. X). 

Derinition. — Une application ¢ : #,— DE) | resp. £ + } (E) | sera appelée 


‘ 
1 


« application J-H », par rapport à (resp. ), si elle a la propriété suivante : 
Pour toute suite convergente (f,)ven d’éléments de $,, (resp. #) lim f,= f 
V+ 


implique que J((o(f,)) JNK Co(/)NK, quel que soit l’ensemble K de $ (resp. la 
partie compacte K de E). « J » et « H » veulent rappeler les noms de Janiszewski 
et de Hurwitz (pour son théorème déjà cité). 


La définition ensembliste suivante est parfois utile : Supposons que le méme 
ensemble d'indices, N, est définitivement choisi pour toutes les suites dénom- 
brables (x, ) d'éléments d’un ensemble X. On dira, alors, que (a, ken et (2%, ven 
sont « essentiellement distinctes », si l’on a æ&,<æ, pour une infinité de valeurs 
de ». | | 


Dérniriox 4. — Si(/,),en converge vers f on appellera « multiplicité relative 
à ((f,), 9) » de EE€o(f) le nombre (fini ou non) des suites essentiellement 
distinctes (€,) de points £,€9( fn) qui admettent la valeur d'adhérence £. 


Ces définitions entraînent que, st, dans £, (resp. £) lim f, = f, tout ensemble 
> © 


K de $ (resp. toute partie compacte K de E) contient un nombre de points de o(f) 
au moins égal au nombre des suites essentiellement distinctes (En) (En€ o(f)) 
ayant une valeur d’adhérence dans K. Appelons ça « lemme 2'». 

Moyennant des conditions évidentes, on peut remplacer ci-dessus £, (resp. #) 
par une de ses parties. ; | 


Faisons correspondre maintenant à chaque application E> G l’ensemble de 


\ 
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ses c~( resp. d-) zéros, et désignons application £ — P(E) ainsi définie par 9. 
Alors, si les hypothèses du théorème 2 b (resp. 3 b) sont vérifiées, © est une J-H 
application. 


APPLICATION. — Soit : E— un cercle ouvert |:|<7 de €; (1) / = fonction 
quelconque E > G(resp. R); ( f,) = famille de fonctions E > G( resp. R) conver- 
geant uniformément vers f dans toute partie /ermée de E; G(*) contient au 
moins p c- (resp. d-) zéros de f,, quel que soit » ==. (?) 

On notera Gi)... Cup «les » Pp plus petits, en valeur absolue, c- (resp. d-) 
zéros de f,, avec || |G... |, en choisissant arbitrairement un nombre sufli- 
sant de ¢,; de valeur absolue | Snp| parmi les c- (resp. d-) zéros de f, ayant cette 
méme valeur absolue. Notation : rm tale. | 


<2 


n> on 
Le lemme 2 entraine alors la 
Proposition 3. — St r,<1l, le cercle fermé |z|r, contient au moins p 
c- (resp. d-) séros de f, dont au moins un est situé sur la circonférence | z| =r, 


‘COROLLAIRE 3.1. — Sit, pour tout n~n,, M, majore les valeurs absolues d’ au 


moins p c-(resp. d-) zéros de f, et st Mey infM, < l, alors, hug infM, majore les 
n Le] LA nan 


valeurs absolues d’au moins p c-(resp. d-) zéros de f. 


Exempie. — f = fonction analytique régulière dans E; f, = polynome-section 
- de degrén de f. Les hypothèses générales sont alors automatiquement vérifiées. 
La seconde assertion du théorème de Hurwitz permet, dans ce cas, de compléter 
la proposition 3, pourvu que f ne soit pas identiquement nulle. 


Proposition 4. — 1° St r,<l, le cercle ouvert | z| <r, contient au plus p —1 
séros de f. 2° Dans le cas particulier p=1, on peut supprimer l'hypothèse r, <<L, 
à condition de remplacer le cercle considéré par le cercle |z|<min {br}. 
3° Quand lim sup |%,,|<l, lim |¢,,,,| eæiste. 

- Ro > © 

CoroLLAIRE 4.1. —.1° Si p, minore |¢,,| et st liminf a, < 4, le cercle ouvert 

|s|<liminfy, contient au plus p—1 zéros de f. 2° Quand p=1, le cercle 
n>o 

| 2 | <n}, lim inf pn | ne contient aucun zéro de f. 3° Silimsupy., <1, le 

‘ ny n>w à 
cercle ouvert | z|< lim sup p., contient au plus p—1 zéros de f. Quand p=1, le 

L>w 
cercle | =| < min J J, lim sup bn | ne contient aucun zéro de f. 
( n> x 


Le seul point qui reste à démontrer est le 3° de la proposition 4. 


(1) (resp. R). a ap es 
(2)E ne contient que de c- (resp. d-) zéros de f, situés sur une suite des circonfé- 


rences |z| = (Gen), où & < ia. 


E ! 
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Démonstration. — 1. Cas p=1 : Soit 9, une valeur d’adhérence de (| Qu | nxn} 


il existe alors une sous-suite (|Cni|)mer de (|Gm|) qui converge vers £a. Ge. 


théorème de Hurwitz implique done que |z|< g.—é ne contient aucun zéro 
de f; l’autre assertion du même théorème implique alors que [31 <T ps —ene 
contient aucun zéro de f,, pour #=>n(e) (f étant limite uniforme des /,); 
donc 9, —=liminf|zu|(=r). 

n> 


Le résultat est également conséquence de la théorie des familles normales. 


Il. Cas général : Supposons le théorème établi pour pv et considérons le 
cas p=y-+1. Il suffit d'appliquer le même raisonnement à la couronne 
circulaire 7, —<¢< |3|< gui — €. 

Remarque. — Le 2° du corollaire 4.1 étend (dans le sens indiqué là) aua séries 
de Taylor toutes les inégalités connues pour la minoration, en valeur absolue, de 
tous les séros d’un polynome de degré quelconque. 


Exemple. — Le théorème d’Enestrém-Kakeya, suivant lequel un poly- 


n 


— : 5 y ae as 5 - je 
nome non constant De à coefficients positifs vérifiant les inégalités 


v=0 ; 
a, ~d,,,(v=0,...,m—1) nes annule pas dans le cercle | 3| <1, conduit au 
nh 
à a Il r . hr NV =v 
résultat (connu) : Une série ¥ a,3’, 4, <a,,, ~o (VEN), non constante, ne 
Yæ0 


V 


* 


s\<i.) 


/ 


LI 
s’annule pas dans 


Dans le cas général, cette extension ne semble pas avoir été remarquée 
auparavant. | 

L'ensemble des propositions et des corollaires démontrés dans ce paragraphe 
seront appelés « premier théorème d'extension ». 


Application. — La validité du théorème de Pellet pour les polynomes 
implique sa validité pour les séries de Taylor (voir aussi § 5). 


4. EXTENSION AUX SERIES DU THÉORÈME DE CAUCHY POUR LA « COMPARAISON » DES 


POLYNOMES. — DériniriON 5. — Si A est une fonction quelconque[a, b) + R(resp. 
(a, b]--R telle que A(a)==o[resp. h(b)~o], on notera &(h)[ resp. E(h)] le 
nombre suivant : St h(a) n’a aucun d-séro, on posera 40) — b| resp. E(h) = a| ; 
st non, on appellera £(h) le plus petit | resp. E(h) le plus grand | d-zéro de h. Quand 
il n'y a pas de danger de confusion, on abrégera £ et Een £. 
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Sot ¢g.), En: une famille de fonctions croissantes [a, b] +R, dont au moins 


une est strictement croissante, telles queS g, (a) converge et soit «, une cons- 


Vest 
eo 


tante positive au moins égale a> g,(a). Considérons la fonction strictement 
Vesa 
décroissante f:[a, 6) R, définie par f(a) = %— > gx) dans l'intervalle 
: v2 
de convergence [a, 2) de cette série; alors, f(a) So et, si f(@) ~ 0, l’ensemble 
des x €[ a, ¢) tels que f(a) > oest un intervalle non vide [a, 2’); donc, f(a) =o 


équivaut a ECS) =o et f(a) 40 entraîne ES) Notation Go — >) Ss 
V=1 
is GG} 


Proposition 5. — La suite (Ë, sen. est manifestement décroissante et possède, 
par conséquent, une limite o. 


I. Sip 6, onap—=E(f);s1, de plus, p< 6, (=) est l'unique d-séro de f. 
IL. St f possède un d-zéro | nécessairement unique et égal à f(/)|,onab(f) =p. 


III. Dans tous les cas, min\6, 9}=&(f). 


Démonstration. — Le fait que (&,) est décroissante est évident. Il en est de 
même de l’énoncé tout entier dans le cas où, quel que soit n, €,—= 0b. On peut 
done supposer que f,,(æ)<o pour un certain æ€[a, b); mais on a, alors, 
f(x) Zo pour tout n ng. Les &, sont donc, pour n= nj les plus petits d-zéros 
des f, respectifs. Supposons que 9 < 4; alors, pour n assez grand on a &,,< 6 et 
la proposition 2 (1°) montre que ¢ est un d-zéro de f. Réciproquement, la pro- 
Ke 2 (2°) montre que € à implique e —£. On ne peut donc avoir à la fois 

E<4 et p==0; donc, en particulier, p =e entraîne £— 0. I et IT étant ainsi 
complètement démontrés, l’assertion III l’est aussi, car elle est une HEC MERE 


de I et de II. 


© oe 


CorozLame 5.1. — Si, sous les hypothèses de la proposition 5, p., minore £,, 


ne N*, alors | 
min 6, lim sup pp, aes 
Ti © 


Notation: u—min{ }. Alors, [a, py ne contient aucun d-séro de f. En d’autres 
termes, il suffit de démontrer que [a, p.,| ne contient pas de d-zéro de f,, NEN", 
pour assurer que | a, ul ne contient pas de d-zéro de f. 


Remplaçons dans les hypothèses précédant la proposition 5 croissante par 


droite: DS, (a) par Dust La, 6)ipar (y, 6], [a, à") par (y, 6], 6 par y 


vel 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. Ai 


320 S. P. ZERVOS. 


et £ par Ë; on peut démontrer pour €(/), sous ces hypothèses, une proposition 
(notée aussi prop. 5) analogue à la proposition 5. Si l'on suppose que M, majore 
E( fr), n EN’, on peut également démontrer un corollaire (noté aust cor. 5.1) 
analogue au corollaire 5.1, c'est-à-dire que 


max | y, lim inf M, | SET) 
n>2 } 


L’adjonction de l'hypothèse de la continuité des g, transformerait les résultats 
précédents en des résultats pour les zéros véritables des fonctions /, et f. 


Remarque.— Mêmes hypothèses générales que dans le corollaire 5.1. 
Soit + : [a, à) +R une fonction ayant une valeur 4, en a et satisfaisant 


à Dig, (x) LT(x), quel que soit xé[a,¢); notons h(a) = 4— 7(æ). 
Vissi 


Alors, §(h) ZE(f). 


Tout minorant de £(A) est donc a fortiori, minorant de £(f); sien particulier, 
E(f) est le d-zéro de f, &(h) est lui aussi le plus petit d-zéro de h. | 

Remarque analogue pour E(f). 

Ce fait simple est à la base de plusieurs démonstrations connues qui reviennent 
essentiellement à utiliser des fonctions +(x) obtenues à partir de H(z) 
par des inégalités classiques. Voir, par exemple, [125 |. 

Les définitions et les remarques précédentes permettent, en particulier, 
d'établir des rapports simples mais utiles entre certaines fonctions d’une variable 
complexe, munies de leurs c-zéros, et certaines fonctions d’une variable réelle, 
munies de leurs d-zéros. La première idée de ses rapports est contenue dans le 
théorème suivant de Cauchy ([ 36, p. 10: [68], p. 95): Dans C, les valeurs abso- 


lues des zéros du-polynome Dia 3” sont toutes minorées par la racine positive de 


V0 
n 


l'équation | ay | =p as |" et majorées par la racine positive de l’équa- 
Pay Vast 
tion | dy, pose) (a, ae 
v=0 7 
(L'utilisation de la transformation 3 — =~ rend immédiate l’équivalence de 
ces deux assertions pour les polynomes.) 
Commençons par généraliser les circonstances de ce théorème. Soit: 9 £D CC, 
(G,)en: une famille de fonctions D + G, 9 une surjection de D sur un inter- 


valle | a, b)(resp. (a, b]) de R) (g,)ven- une famille de fonctions [ a, b)>R 
3,(2)|= 2, (@(3)), quel que soit = ED, et 2° >, &v(x) 


Vie 


(resp. (a,b |-> BR) telles que, 1° 


converge dans un intervalle |a, à) (resp. (y, b]). 
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Exemples. — Les séries de Taylor, avec (7) = | =|; les séries générales de 


Dirichlet, avec 9(s) = R(z) (voir les applications de la proposition 1, où l’on 
doit remplacer f, par g,). 


Soit &, une constante complexe telle que Dire (a) || (resp. D &(E) | %o|) 


Di Se | 


et soit fla fonction D'— G définie par f(s) = %— > 3,(z) dans l’ensemble de 


Vie=d 
na 


convergence D'CD de DS (3); associons à f la fonction h:[a, 5) > R (resp. 
Via 


a 


y, 6]>R) définie par A(x) =|, | —> g,(x) dans l'intervalle de conver- 
gence [a, à) (resp, (y, b]) de cette série. en 
Il est évident que D'3 9 ([a, 6)) (resp. D'D © ((y, ]). 
En vertu de la définition 5,[a, §(/)| (resp. | £(k), 6 ]) ne contient aucun d-zéro 
de h(a). 
D'autre part, on a, pour tout zED’, 


n 


MOINE) OÙ RUE) 


V1 


Quand +€|a, à) (resp. æe(y, b]), le second membre de cette inégalité est 
fini; quand a < ¢ (resp. < y), ce membre vaut — +. Elle donne le 


Taéorème 4 (« de comparaison »). — St[a, u]C]a, (A), w existe 0 > 0 tel 
que | fl > quel que soit ze %([a, x]); donc, o([a, E(h)L) ne contient aucun 
c-zéro de f. Résultat analogue pour E(h). 


Si les 2, sont monotones, Vhypothése que l’ensemble de convergence de win | 


est un intervalle est assurément satisfaite. Si, en particulier, Nr est stricte- 


ment monotone, la deuxième assertion du théorème 4 se laisse préciser : 


Proposition 6. — Ou bien f(z) n’a aucun c-séro dans D', ou bien les valeurs 
absolues des images par 9 de ses c-zéros sont toutes minorées (resp. majorées) par 
l’unique d-zéro de h(a). Dès lors, la proposition 5 et le corollaire 5 . 1 s'appliquent 

de façon évidente. 


La proposition 6 s’applique aux séries générales de Dirichlet, avec o(z) = (x), 
et aux séries de Taylor, avec 9(s) =|=|. Dans ce dernier cas, nous avons plus 
précisément, le 
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C2 


CoroLLAIRE 6.1. — Sout f(z) =, a,” ne s’annule pas de dans le cercle de con- 
v7 

vergence, soit h(a) =o a une racine positive (unique) p et p minore les valeurs 

absolues de tous les séros de f(s). Seule la seconde alternative s offre aux fonctions 

entières qui n'admettent pas o comme valeur exceptionnelle de Picard; d’où, le 


théoréme de Cauchy cité au début de ce paragraphe. 


Si l'on pose h,(x) =|a)|—>,|a, |x” et 0,—=racine positive de ,=0, on 


VA 


obtient le 
CoroLLaIRE 6.2. — Si, minore p,, le cercle ouvert 
I a 
|s|< min » lim sup p, 
n>n 


lim sup val Ap | 
\ n>x 


ne contient aucun zéro de f(z). 


‘ 


5. APPLICATIONS « DU LEMME D'EXTENSION » . — Sauf mention expresse du con- 
traire, les notations de ce paragraphe sont indépendantes des conventions faites 
dans les paragraphes 2-4. 

Le lemme évident suivant précise une situation qui se présente souvent. 


Lene (d’extension. ) — Soient EK et H des ensembles non vides, Fun ensemble 
non vide d’applications E — H, S un espace topologique, o une application F +S$, 
et A une partie fermée de S. Alors : 


I. si ® est un filtre sur F, la validité de la relation o(f)€ A pour tout élément 
f d’une base de filtre ® entraîne sa validité pour tout f correspondant à une valeur 
d’adhérence de 9 suivant ®; 


II. si & est une topologie sur F et si 9 est continue, la validité de o( f)EA 
pour tout élément f d’une partie F, de F, partout dense dans F, entraine : sa vali- 
dité pour tout fEK. 


Ce lemme sert à unifier les démonstrations d’un grand nombre de propositions; 
nous en citons ci-dessous quelques-unes, en rapport avec notre sujet. 

Diverses formules de l'Analyse classique (réelle ou complexe) peuvent être 
mises sous l’une des formes 9(/) = 0, 9(f) 0, o( f) Zo, où fet o vérifient 
les hypothèses du lemme; prenons resp. A={o}, A=R,, A=R_; il suffit 
alors d’avoir démontré ces formules pour une base de filtre convergeant vers /, 
pour qu elles s'appliquent à f. Remarque analogue pour IT. [Au cas où o(f)—0, 


on pouvait également appliquer le « principe de prolongement des identités »; 
[18], chap. I, p. 54.] 
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Exemples, — |. Inégalités appelées « moyennes élémentaires » ; extension aux 


Séries: 


Ces inégalités peuvent, en général, être mises sous la forme bb dinvse 
(L))ER:, où J est fini et o est une fonction définie par une expression algé- 
brique explicite (« expression algébrique » , au sens d’Abel) des variables posi- 


Uhesth tou Ly (véJ), telle que tout radical qui y entre a une valeur réelle. 
( Voir [ 41.) 


2. Le fait que, dans les définitions usuelles de l'intégrale, [fa est fonction 
E 


continue de f, rend souvent possible l'application du lemme avec o(f) = fon 
E 


Exemple. — La validité du théorème fondamental et de la formule intégrale 
de Cauchy pour les polynomes implique leur validité pour les séries de Taylor. 


3. Indépendamment de 2, la validité des inégalités de Cauchy pour les séries 
de Taylor est conséquence de leur validité pour les polynomes, parce qu’elles 
peuvent être écrites (max [f(z)| —|a,| Fr) ER. et que l'expression entre paren- 

l#1=7 


thèses est fonction continue de la série convergente de Taylor f(z); c’est cette 
expression qui sera notre fonction 9. (Il existe des démonstrations vraiment élé- 
mentaires de ces inégalités, dans le cas des polynomes. Une a été donnée par 
Montel [ 87 |, qui se refére aussi à l'intérêt de Mittag-Leffler pour la question ; 
une autre est due 4 Pompeiu [102]. Dans l’extension de ces démonstrations aux 
séries, le « passage a la limite » remplace le lemme. ) 

La méthode ayant été suffisamment illustrée, passons au cas qui nous inté- 
resse : Soit E une région (ensemble ouvert connexe) de G, et soit F l’ensemble 
des restrictions à E des fonctions analytiques qui sont régulières au moins dans E ; 
munissons F de la topologie de la convergence compacte. Le théorème précité 
de Hurwitz se laisse mettre alors sous la forme suivante : 


Tutorime [de la continuité des zéros (réguliers) d’une fonction analytique. | — 
Les zéros z; de f définissent, localement, des fonctions z;( f) continues dans F. 


Considérons l’espace-produit E SIT où À,— GC; a, parcourt A,. 


0 
n 


Soit F l’ensemble des polynomes /(3) D a,z, où z parcourt G, muni de la 


topologie de la convergence compacte. L'application ¢ : EF, définie 


par o(a,, …- a=, a,z’, est continue; donc, aussi la composée de a et 
V6 


de z;(f) est continue. C’est le théorème classique sur la continuité des zéros d’un 
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polynome par rapport à l'ensemble des coefficients du polynome. Le langage adopté 
ici montre que le théoréme de Hurwitz constitue une véritable extension de ce 
théorème aux fonctions analytiques, pourvu qu'on remplace la notion (inadé- 
quate dans le dernier cas) de l’« ensemble des coefficients » par la notion « élé- 
ment de l’espace fonctionnel F » . 

Les considérations précédentes s'appliquent inchangées aux fonctions méro- 
morphes dans une région E, puisque le théorème primitif de Hurwitz s ‘applique 
à elles ([22]I, p. 194). 


Application. — Soit E le cercle | z|o, privé de petits cercles ouverts c; des 
centres b;, et soit F l’ensemble des fonctions méromorphes f dans 
|z|<o+e(c > 0), différentes de zéro et de l'infini sur | | = p, ayant les mêmes 
pôles b,(i=1, ..., m) et le même nombre mdes zéros dans |z|e, muni de 
la topologie de la convergence compacte dans E. Soient, ,(/) les zéros de /; ils 
sont, localement, des fonctions continues de f. Soit, enfin, o(/; Gif), Rent LE 
une fonction continue par rapport à l’ensemble des variables f, £,, . .., Gmi donc 
2 est une fonction 9,( f) continue dans F. 


Conséquence. — Si ACC est fermé, il suffit que 9,( f)EA soit vrai pour les 
[ rationnelles, pour qu il soit vrai pour une / quelconque. Cela s'applique en par- 
ticulier, avec A= {0}, à la formule classique log | f| =... «de Poisson-Jensen », 
due à R. Nevanlinna ([{ 91], p. 3). (On pouvait même supposer ici les zéros G,(/) 
fixes. ) 


On peut également appliquer le lemme à la localisation des zéros des fone- 
tions, mais, dans les cas étudiés ici, les méthodes des paragraphes précédents 
conduisent a des résultats au moins aussi généraux. Toutefois, on retiendra de 
la méthode actuelle le fait que, les problèmes de la localisation sont, en général, 
des problémes pour des espaces fonctionnels. 


Application. — Soit E une région de @ et soit F l'ensemble des fonctions ana- 
lytiques qui sont régulières dans E (au moins) et qui possèdent au moins un zéro 
dans E, muni de la topologie usuelle; notons z;(f) les divers zéros de f con- 
tenus dans E. La fonctionnelle min | z;(f)|est alors définie en tout point de.F et 


elle est continue (en vertu du théorème de la continuité des zéros). La recherche 
de minorants (dits souvent « limites inférieures ») des valeurs absolues de tous 
les zéros d’un polynome, dans le sens de la littérature classique, entre donc natu- 
rellement dans la recherche de fonctionnelles (définies dans F) qui minorent la 
fonctionnelle | z;( f) 


Même remarque dans le cas de p zéros de f. Toutefois, la recherche de majo- 
rantes d'au moins p zéros de fa un sens seulement si l’on suppose que F est cons- 
titué de fonctions ayant au moins p séros dans E. Cette condition explique pour- 
quoi la plupart des majorantes connues d’au moins p zéros d’un polynome ne 


out 
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an 


s'étendent pas, par un passage à la limite immédiat, aux séries de Taylor; en 
effet, ces majorantes dépendent de p + 1 seulement coefficients du polynome et 
devraient, par conséquent, rester inchangées dans le passage à la limite indiqué 
dans la proposition 3, si l’extension était valable. Or, si le reste des coefficients 
de la série est arbitrairement choisi, la série peut méme diverger en tout 
point s 54 0. On est alors tenté à reformuler les résultats classiques de Montel 
([ 78 ], [82]) et de Van Vleck ({112],) de la manière suivante : « Si tous les coe f- 


. b) . . ns . S . 
ficients @indice » > n d’une série de Taylor das sont nuls, ... » afin de souli- 
VD 
gner la dépendance de la majorante des coefficients a,(v > n) et non seulement 
des p +1 dits coefficients. 


Si l’on remplace min | z;(f)| par le cercle |z]Zmin|z;(f)|, on est conduit 


à considérer comme l'espace H du lemme l’ensemble des cercles de centre O, 
muni de sa topologie naturelle. Il ne serait pas plus difficile de considérer un 
espace H ayant pour support un ensemble convenable de domaines (fermetures 
des régions) simplement connexes, autres que les cercles. 


Exemple. — ‘Les « roues dentées », de centre O, du théorème de Lipka ([ 68 |, 
p- 101); d'où, l'extension immédiate de ce théorème aux séries de Taylor, cas 
particulier de l'extension du théorème de Lipka-Marden (Joc. cit., [68 ]); nous 
avions déduit, dans [125 |, cette extension de la remarque que la démonstration 


‘de Marden s'applique également au cas des séries, mais, la présente méthode per- 


met d'affirmer a priori la validité de l'extension aux séries de Taylor de tout théo- 
rème de ce genre (par rapport à un ensemble convenable de domaines) pour les 
polynomes, pourvu qu’on suppose, quand p > 0, que E contient au moins p 3éros 
de f. C’est dans l’implicitation de cette dernière hypothèse que réside l'intérêt 
particulier du théorème de Pellet-Lipka-Marden pour les séries [125 ]. 


Notes. — 1. Il faut dire ici que Pellet avait démontré son théorème pour les séries 
de Taylor, fait que j'ignorais pendant la rédaction de [125], car il ne figure que 
dans le Mémoire de Pellet [97], les autres auteurs de ma connaissance se 
bornant à l’énoncer et a le démontrer pour les polynomes. 


2. Un exemple intéressant de fonctionnelle y.(/) (| z:(/)|) discontinue est 
offert par un théorème de Westerfield [120]. 


6. PROBLÈMES DES FONCTIONNELLES COMPARABLES. — Soit : E un ensemble ~ O, 
F un ensemble ordonné £ 9, et o—E—F deux applications telles que 
o1(E) = 92(E). Si l'on a, quel que sox ER, 9, (x) < 9, (x) [resp. p:(r)Zpi(æ)], 
les 9:(¢=1, 2) seront dites « comparables ») et 9; sera appelée « minorante » 
(resp. « majorante ») de go. (Quand F=R, les fonctions E >F seront souvent 


appelées « fonctionnelles ». ) 


“ 
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Hypothèses et notations :|a,b)CR; A, est un ensemble 4+ 0; «, parcourt À,; 
gy (a,, x) est une application A, <|a,b) > R,; So(%, x) est indépendante de x; 
quand v1, g,(@,, æ) est croissante en a, au moins une des g, l’étant stricte- 


ment, g,(%,, a) = 0; à parcourt] [A,: 4, :[ [(A, > [4, b)) > Rest définie 
veN veN + 

par h(a, &)= gv (a) —Ÿ g,(2,, x) et h est la restriction de / à l'ensemble de 
| ¢ 

convergence de cette série, ensemble qui, en vertu du théoréme 1, se réduit, 

pour chaque valeur de x, à un éntervalle [ a, à); à = 6(); on suppose qu'il existe 

un point a, € A, auquel g, (x, x) s’annule identiquement par rapport à æ (v€ N°); 

notons-le B,; alors, hn(a, æ) = h(a, . : +, &ns Bavas Pasay ven æ))identiquement 

ODD, CL ON «is .. 5 Le 
On va appliquer maintenant les résultats et les notations des paragraphes 3-4. 
Ainsi, §(h(«)) est la fonctionnelle [ JA, + R. définie par la définition 5; on 


YEN 


notera £(a) = &(/A(a)), Eu) = Eh (2) 
Problème « fini » : Définir des minorantes de £,(«). 


Problème « infini » : Définir des minorantes de E(a). 


Le corollaire 5.4 entraîne le 


Tutorime 5. — Ces deux problèmes sont équivalents, dans le sens suivant : 
Sue): aninoré£( 0). (a9 bi Anyi Paton Buts Seo) )\IRINOTEM ECs 
II. Si, quel que soit ve N°, Uen( (oo, ..., 4,)) minore (x), la fonctionnelle 
min (a), lim sup ey Chong ats hs an))} minore E(a). 


D'où, le si 


Tutorime 5. b. — La recherche des minorantes du &(«) d’une série de Taylor de 


co) 


la forme h(x) = %—» a, x", où %, parcourt R,, (rappelons que, en tout point 
V=1 F 

% où h possède un séro positif p(a), ¢(%)=§(a)) se ramène, par la manière 

simple indiquée dans le théorème 5(), au problème analogue pour les polynomes 


n : 


de la forme h,(x) = a, —Y a,æ”, où à, parcourt R, et ne N". 


| 
Remplaçons maintenant les hypothèses et les notations du début de ce para- 
graphe par les suivantes : O€A,CG; OED CQ; vEN; a, parcourt A, et « par- 


court une partie de E de Il À, laquelle contient, en particulier, tous les élé- 
YEN 
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ments de I] A, qui n'ont qu'un nombre fini de coordonnées non nulles: 


a, : A,x<D-—-G est définie par Oy ee =, 2) l(a) = (lim sup Val) 
\ Va 


F(a, 3) => az", partout où cette série converge; [a|—=(|a,|, ja.|, ...); 
re 
ACT a) à CAES NET ess Ans Os «. His) 
‘ V=0 


Définition. — Pour chaque valeur de «( €E), on notera 

1° r(x)— minimum des valeurs absolues des zéros de fe z), lorsque le 
cercle |z|<1(«) contient des zéros de cette série; 

2° r(a)=l(a), lorsque de tels zéros n’existent pas. 


Abréviation ; r,(@)=r((a, ..., &,, ©, 0, ...))= minimum des valeurs 
absolues des zéros de f,(x, z). 


Problème « fini » (resp. «infini ») : Définir des minorantes de r,(x) (resp. 7(a)). 
(Le symbole r, introduit ci-dessus est sans rapport avec le 7, de la proposi- 


tion 4.) 
Le corollaire 4.1 (3°) entraîne le 


Tutorime 6. — Ces deux problèmes sont équivalents, dans le sens suivant : 
I. Six) minore r(a), UCC a, - : :; Em 0, 0, -..)) munore r;(a). 
II, Si, quel que soit VE N*, L,((as, ..., %n)) minore r,(x), la fonctionnelle 
min Like), lim sup p((%, +. %n))| minore r(a). 
>a 


AULERUALION th, (Othe (Hope «a4 0). 


On supposera, dans le reste de ce paragraphe, que|«| EE, quel que soit x EE; 
on notera |E| l’ensemble des |x| EE, À la fonction définie par la série 


x’ et À, la fonction définie par le polynome 


ha æ)= lo] — S12 


h,(| «|, x) ==|%|— ||. 
V=T 
Remarque, — En vertu du théorème 4, &(\%|)=(G(h(|%|))) minore r(«). 
D'autre part, &(|«|)=r(@) n'est pas, en général, une identité et, par conséquent, 
l'ensemble des minorantes de r(x) ne coincide pas, en général, avec Vensemble des 
|)s toutefois, cette coincidence a lieu si l’on ne retient dans le 


minorantes de € (| a) 
premier ensemble que les minorantes qui dépendent beulprnemt de ||, et que nous 


ha 
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appellerons « minorantes de première espèce » de r (x). Gompte tenu du théo- 
rème » b, cela entraîne le 


Tuéorème 5c. — La recherche des minorantes de première espèce de r( +) se 
ramène à celle des minorantes de £, (||). 


Les auteurs qui ont traité la localisation des zéros des polynomes ont trouvé 
un grand nombre de minorantes, de première espèce surtout, de r,(x). Les théo- 
rèmes du présent paragraphe nous permettent d'affirmer, a priort que leurs résul- 
tats s'étendent tous au cas des séries de Taylor, de la façon immédiate indiquée ct- 
dessus. Ces auteurs avaient donc traité (apparemment sans le savoir) le cas des 
séries de Taylor (et même des cas plus généraux, quelquefois). Cela s'applique, 
en particulier, à la liste des minorantes classiques de première espèce de r,(x), 
donnée dans le paragraphe 8. En ce qui concerne notre propre recherche de 
minorantes de première espèce de r(x) (sujet principal de la partie B’ de ce cha- 
pitre), ul suffira de les établir dans le cas de h, (| x 

Réciproquement, les minorantes bien connues de 7(«) trouvées par Petrovitch, 
Landau et Caramata (voir § 8) sont établies une fois qu'on les a démontrées pour 
les polynomes; par exemple, leur démonstration commune, dans le cas des poly- 
nomes, par Markovitch (§ 8) s’étend a priori, aux séries. 

Dans le cas de ces dernières minorantes et dans bien d’autres cas, pour toute 
valeur de x telle que lim sup u.,(«) << {(x), lim u.,,(~) existe, ce qui entraine des 

\ N>n n>n 


simplifications des expressions considérées. En d’autres termes, la mino- 
rante u.(%) io lim sup Bn(æ)] est une fonctionnelle continue u.( f), où f parcourt 
> 2 


l’ensemble des f vérifiant l'inégalité 11(f) <{(x), muni de la topologie de la 
convergence compacte; c’est le cas des minorantes considérées dans le para- 
graphe 5. 


Terminologie : Pour abréger, on dira qu’une minorante U-(%) [resp. v.,(«)] est 
« associée » a f(a, z) | resp. whic 3)}au lieu de dire qu’elle minore r(«) ee 


ra(æ)]. 


7. GÉNÉRALITÉ PROPRE DE CERTAINS RÉSULTATS. — Pour la terminologie et les 
notations, soir aussi la partie A’ du chapitre III. Le théorème de Cauchy-Hada- 
mard, le théoréme de Cauchy sur la comparaison des polynomes et son extension 
aux séries de Taylor, plusieurs de leurs corollaires enfin, restent valables en 
présence de structures moins fortes que celles du corps complexe G: citons, 
par exemple, l’extension bien connue du théorème de Cauchy-Hadamard aux 
corps valués complets. 

En fait, les hypothèses pour la multiplication : {existence d’éléments inverses, 
commutativité, associativité | sont beaucoup trop fortes; elles cachent les hypo- 
thèses réellement utiles. 
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Terminologie de ce paragraphe. — Anneau = anneau non nécessairement 
associatif. Algèbre B, = un anneau B qui est un A-module sur l'anneau A (pour 
lequel on ne fait aucune hypothèse particulière). K,-valeur absolue sur un 
anneau À (Ky étant un corps ordonné) = application o:A +K,,, jouissant des 
propriétés : 1° o(a)—o est équivalente à a=o, 2° p(ab)=9(a) p(b), 
3° (a+ b) Zo(a)+o(b). Si l'on remplace 1° et 2°, resp., par les propriétés 
plus faibles 1° p(o) =o et 2° o(ab) <9(a)9(b), on doit également remplacer 
« K,-valeur absolue » par « K,-norme », Considérons Palgébre B,, où A est muni 
d’une K,-valeur absolue 9: f:B, > K,, sera appelée «K,-norme » sur l'algèbre B,, 
si fest une K,-norme sur l'anneau B, et si, de plus, on a, quel que soit AEA et 
DEB, f(1b)=9(2)/(b). 

La relation (—a)(—b)=ab, vraie dans tout anneau A, entraine pour un 
anneau A muni d'une K,-valeur absolue ©, 9(— a) = 9(a); si À possède un élé- 
ment unité, à gauche ou à droite, e, o(e)—1. Si, alors, B, est une algèbre nor- 
mée par f, on a encore f(— a)= f(a). | | 

Telles seront toutes les algèbres considérées par la suite. 

Si l'on pose o(a, b)— f(a—b), cestun K,-écart sur B, | resp. d(A, u)=9(A —u) 
est une K,-distance sur A |. La structure uniforme ainsi définie sur B, = B, et la 
topologie sur B, déduite de celle-ci sont manifestement compatibles avec la struc- 
ture d’algèbre de B,; quand ledit espace uniforme est complet, l'algèbre sera 
appelée complète. 


Notation. — Ci-dessous, toutes les normes et les valeurs absolues seront 
notées | a|. 


Exemple d’algèbre R-normée complète non associative et non commutative. — 
L'espace vectoriel R’, muni de la multiplication vectorielle a /\ b, est une telle 
algèbre sur R, qui sera notée Ba; la valeur absolue ordinaire sur R° est une 
R-norme sur BR: Br, munie de cette R-norme, est complète. 


; a ch es = , aes 
Considérons les « séries formelles » Dati Pal Coy) yes iy ecure Une 
; V==0 
algèbre B,. Si B, est R-normée complète, soit D l’ensemble (événtuellement 
vide) des systèmes des valeurs des variables (dans B,) pour lesquels la série d’élé- 
ments de B, obtenue converge, et soit D' la partie de D en chaque élément de 
laquelle LTÉE UE quel que soit (u,v, 4,4). (Par exemple, dans le cas 


d’une série de Taylor, D'—D puisque x, = x...) Ces hypothèses entraînent le 


Tuéorime 7. — D’ contient le cercle de Cauchy-Hadamard; dans tout cercle 
circonférencié contenu dans le cercle de C-H, la série converge uniformément. St, 
de plus, la R-norme considérée est une R-valeur absolue, D' coincide avec le cercle 
de C-H, sauf, éventuellement, en certains points de sa circonférence. 
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: À 

C’est le «théorème de Cauchy-Hadamard » pour B,. Application évidente à Br; 
le cas particulier des séries de Taylor est alors trivial. | 

On appellera « rntorèwe 8 » l'extension analogue (qui est évidente) du 
théorème 4, énoncé pour la minoration des R-valeurs absolues des zéros des 
séries de Taylor (première assertion du corollaire 6.1). Ce sera le « théorème 
de comparaison de Cauchy » pour les séries de Taylor dans B,. 

Le cas particulier des séries à coefficients dans G est instructif; en effet, on 
vient de voir que le théorème de comparaison s'applique non seulement aux séros 
contenus dans G mais, également, à tous les zéros contenus dans une extension 
quelconque d’algèbre R-normée complète de G, pourvu que la norme considérée 
induise sur G la valeur absolue ordinaire. De sorte qu'on peut dire, de façon 
imagée, qu'aucune de ces extensions ne saurait mettre en défaut le théorème de 
Cauchy. Application évidente aux « zéros-quaternions ». 


Remarque. — Certains théorèmes élémentaires pour les séries numériques 
restent valables dans une algèbre R-normée complète; exemple : la règle 
d’Abel [109]. | 


Dans le cas des polynomes, le théorème de comparaison de Cauchy a une 
généralité propre encore plus grande; en effet, la version concernant la mino- 
ration est vraie dans une algèbre quelconque munie d’une K,-norme (K, étant un 
corps ordonné maximal), et la version concernant la majoration est vraie dans 
une algèbre quelconque munie d'une K,-valeur absolue. (Ce sont là des consé- 
quences immédiates de la théorie des corps ordonnés d’E. Artin et O. Schreier.) 
C’est notre « PROPOSITION 7 ». 

Enfin, nous avons l’utile 


4 


Proposition 8. — Le problème de la recherche de minorantes de première espèce 
associées à une série de Taylor (resp. polynome), dans une R-algébre normée 
complète (resp. K,-normée) qui est une extension de R (resp. de K,), coincide 
avec le problème analogue dans R (resp. Ky). En effet, les deux ensembles des 
minorantes coincident. 


C'est la raison qui nous a conduit à distinguer les minorantes de première 
espèce. 


Note. — La structure d’algébre considérée ci-dessus n’est pas la structure 
algébrique la plus générale possible dans laquelle on puisse formuler un 
théorème de comparaison de Cauchy. 


8. RÉSULTATS CONNUS ; REMARQUES. — I. Récurrence-itération, — L'histoire (au 
sens large) des méthodes des approximations successives des racines remonte 


au moins jusqu'à Archimède. Plusieurs de ces méthodes déterminent des suites — 


approximantes des minorants (resp. majorants) des valeurs absolues des racines 
des équations « numériques ». Pour ce qui concerne la théorie de l’itération, 
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des récurrences, etc., nous nous référons à exposé fait par S. Pincherle (et les 
r Pr > . . 7 T° . , 

références qu’il cite) [100], au livre de Valiron [110] et, surtout, au livre récent 

À Jk A Q , # ; D i A 

de Montel [88]. L'étude détaillée de ces méthodes, afin de disti nguer les cas où 
, 1 ie . Ve . . 7 

l’on détermine également des minorantes (resp. majorantes) au sens des fonc- 


tionnelles comparables (au moins, pour une partie assez grande de | [A.). nous 


semble devoir être instructive: malheureusement, nous ne pouvons pas la faire 
ici. Signalons, toutefois, deux méthodes intéressantes : 


ie SOlte” =a) PEN Qt ae a équation a coefficients dans R,; on peut 

noter & saracine positive. Soient x, un nombre > &, o(æx) = a, ae tie aa 

(racine positive), et (æ,),en la suite définie par 2,,,=9(2,). On sait depuis 

longtemps (voir les références de Pincherle, loc. cit., p. 59) que lima, existe 
VS æ 


et est la racine €. La démonstration repose sur le fait que (æ,) est (strictement) 
décroissante, ce qui est le fait intéressant pour notre point de vue. 
n—1 
A. Lomnicki ([67], 1924) redécouvre ces faits, pour 2)=1 +> a,, et, 
Vie) 
faisant le rapprochement avec la recherche des majorants de €, il remarque qu’on 


obtient ainsi des majorants aussi proches qu’on veut de €; on peut donc toujours 


construire des fonctionnelles majorantes ( définies sur Il As Aves R, metlleures 


\ 


_ que toute fonctionnelle majorante (de la fonctionnelle Ë) donnée. Les remarques 


analogues pour la racine £ de a, —a;x+...+a,x"(a£o) sont évidentes. 

Ce résultat n’étant pas mentionné expressément par les auteurs des exposés 
systématiques sur la localisation (quoique de simples références à Lomnicki, 
hors texte, existaient), nous l’avons retrouvé indépendamment dans [125], pour 
un nombre > o arbitraire xy. 


\ 
æ 


; sé Sl 7 } : 
Remarque. — Si la série ay —> a,x”, avec a,ER, et a, > 0, possède un zéro 
: | ‘ Vest 
positif €, 
we. 1 ni ids 
b> limi (tim ara” (At LH... +a, 25") 3) . 
2 SS ER 
2. La méthode de Markogitch, en liaison avec son procédé approximatif des 
polynomes; voir [72], [73], [74] et [75]. Elle conduit en divers problèmes 
nouveaux, que nous examinerons ailleurs. 


Il. Séries de Taylor. — 1. Rappelons le principe d’une méthode inaugurée 
par Bernoulli et développée par Wronski [121], Runge, Hadamard [44], etc. 


Le zéro de valeur absolue minimum d'une série f(s) =>) 4,2" (4) 0) est un pôle 


v=0 
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de la fonction [ f(z)[F', situé sur la circonférence du cercle de convergence du 
développement taylorien de | f(3)| en O; donc, la valeur absolue de ce zéro 
est (lim sup V1), b, désignant le coefficient de 3, dans ce développement 
Des formules de récurrence permettent de calculer les D, a partir des a, 
(voir Montel [88], p. 31). De nombreux auteurs ont utilisé ce principe; 
citons, par exemple, R. de Montessus (1905, [89]), Carmichael (1917, [24]) 
et Markovitch (1954, [73]). 


2. M. Petrovitch (1901, [99]) a démontré, par l'inégalité des déterminants 
de Hadamard, le remarquable résultat qui suit et qui est à l’origine d’une série 
de recherches faites par Landau [63 a], Montel ([82], § 10), Karamata [49] et 
Markovitch [71]: Tnéorëme P.1 : Soit r un nombre > 0. St f(s) =, a, 3" (a 4 0) 


¥y=0 


i 


converge pour | z|=r, elle ne s’annule pas dans le cercle | z| << | a, | (3 a, |? a 
Du théorème P.1, Bet rowitel a déduit le THÉORÈME P .2 : Sous bb AE du 
théorème P.1, f(z) ne s’annule pas dans lal<leolr(Zlale) : elle ne 
v=0 
s'annule donc pas dans |z|< | a, | max ( 3 | D | a,|| 2 ry : 
Ces résultats furent approfondis par Pré (1905, [63a]). Il donne 1° une 
démonstration élémentaire immédiate de P.2 et 2° une démonstration élémen- 


taire de P.1 par l'inégalité de Cauchy-Schwarz; 3° il prouve le ratorëème L. 1 : 
Sous les hypothèses de P .2, f (3) ne s’annule pas dans | z|<|a,|r(max| f(s)|)-'; 
\s (= H 


4° il montre que les théorèmes P .1, P.2 et L.1 sont des corollaires de la formule — 
classique de Jensen; cette démonstration de Landau utilise la formule 


a J \f@P4e= Dla 


Montel, dans la derniére partie de son Mémoire [82], généralise ces inégalités, 
dans le cas où f(z) est un polynome; la formule citée de Jensen lui permet de 
. démontrer le rnéortme M.1 : Si l’on note 


*r” et les propriétés classiques des moyennes. 


1 


I 2h m 
Har) = (3x f sre) ja (mo), 


PA Wins? ‘ A, (r) - à 

Ant) Ph Bs Tail? elles 

vérifient donc, en particulier, les inégalités obtenues de celles-ci pour r—1. 
Landau [64] et Karamata [49] ont démontré le raéorème L-K 


cs 


les zéros 3, de f(s) vérifient les inégalités 


f(s) => a, 3” (dy 0) ne s'annule pas dans | 3\< a |t(| ao | + sup! | a, 


¥==0 
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quel-que soit le nombre t > 0. [Quand & > rayon de convergence de f(z), le 
résultat est trivialement vrai. | 


Markovitch a employé dans plusieurs problémes, avec beaucoup de succès, 
les inégalités classiques 


: ( v=1 , " 
min {a,}— = max jay}, pour (a, b))ER* x Ri; 


a eee 
Sey = Va 
NE 12V2an 
1 AU 
b, 


Vist 


il en a déduit de la une méthode générale de « comparaison » (1939, [70]; 
1948, [71]). En l’appliquant, il a démontré très simplement le théorème L-K 
et, en remplaçant l’inégalité de Cauchy-Schwarz employée par Landau (1905, 
[63 a]) par celle de Holder, il a pu généraliser le théorème P.1 [71]; sa géné- 
ralisation est distincte de celle de Montel. 


REMARQUES. — I. Le fait que Montel et Markovitch considèrent uniquement des 
polynomes ne restreint nullement la portée de leurs résultats, pourvu qu’on les 
énonce sous la forme: «..., f(z) ne s’annule pas dans |z|< ...». La validité 
de ces énoncés pour les séries de Taylor est conséquence immédiate de notre 
théorème 6 (ou du lemme d’ extension du paragraphe 5). 


4 


il. 63 i) , ou b, Xo, étant fonction décroissante de la variable positive m 


V0 


([45], p. 28), le théorème P.1 entraine le THÉORÈME : > if =” (ay 4 0) ne s’annule 


=) 
1 


pas dans |z|<| ao | (Sie mr) ,oùo“m.Z2, quel que soit r >o. 


v=0 


L’application de ce résultat a f(s) = s°— a,3 — a, (4,0) donne l'inégalité 


2 1 
(at + aly" D (+ ap + ap)" + a. 


Elle illustre la méthode simple suivante pour la formation d’inégalités : 
Si R(as,..., Gn) est une majorante générale des valeurs absolues des zéros 
de a,3"=d,47P?*+...+ 4) (a0, 4,40), on a a, RS a, AR" +. +. +4. 
Ces inégalités sont, souvent, trop faibles. 


Ill. Polynomes. — La localisation des zéros des polynomes fut souvent traitée 
en rapport avec le problème plus général de la localisation des zéros des 
fonctions analytiques; c’est le cas, par exemple, du problème de Landau- 
Montel [78]; voir aussi Biernacki ({10], [11]), Dieudonné [34], Favard ([38], 


; 
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[39]) et Walsh [418], pour d’autres exemples. Par contre, en. ce qui concerne 
la recherche de minorantes des valeurs absolues de tous les séros d’un polynome, 
les spécialistes du xx° siècle se sont, le plus souvent, satisfaits du cadre des 
polynomes; il suffira, pour le voir, de comparer les chapitres sur le sujet des 
livres de Dieudonné [36] et de Marden [68] avec le chapitre correspondant de 
l’ « Analyse algébrique » de Cauchy et avec l’esprit des œuvres de Laguerre [61]; 
Dieudonné et Marden sont beaucoup plus riches en résultats, mais Cauchy et 
Laguerre adoptent un point de vue plus général. Cela s'explique, peut-être, par 
le fait que les auteurs modernes se sont occupés surtout de la recherche de 
majorantes (tout en citant l’équivalence évidente, pour les polynomes, de ce 
problème avec celui de la recherche de minorantes), tandis que c’est le cas des 
minorantes celui où les résultats pour les polynomes s'étendent d’une façon 
naturelle aux séries de Taylor. | 
La non-coordination de la littératuré par rapport aux problèmes des poly- 
nomes et des séries est illustrée par l'exemple suivant : La majorante 


(1+ [a [?+|a.|?+...+]| a, 2) des valeurs absolues des zéros du poly- 
nome s”-+a,s""'-+...-+a, est universellement connue sous le nom de 
« théorème de Carmichael et Mason » ([23], 1914). Or, c’est un cas très 
particulier du théorème P.1 de Petrovitch (publié en 1901) pour les séries de 
Taylor; toutes les deux démonstrations reposent sur le théoréme des déter- 
minants de Hadamard. . 

_ Les considérations de notre paragraphe 6 étendent, en général, les résultats 
de cette sorte aux séries de Taylor les plus générales. 

D'après ce que je sais, les spécialistes se sont occupés seulement des 
polynomes sur G (ou sur KCC). Ainsi, certains résultats intéressants obtenus 
par les algébristes qui s occupaient des corps valués ultramétriques n’ont pas 
eu des répercussions sur la localisation proprement dite. 

Pour tout ce qui est en rapport avec les remarquablés propriétés des corps 
valués, nous renvoyons à [6] et aux travaux bien connus de M. Krasner; voir 
par exemple [53H{58].) Le paragraphe 7 de ce travail constitue un premier 
essai d'étudier la généralité propre algébrique des résultats pour les minorantes 
dans G. 

La classification suivante des minorantes (resp. majorantes) est justifiée par des 
raisons d'exposition : On appellera une fonction (dp, ..., 3 À, su, À,) «expli- 
cite » si 9 appartient à une extension résoluble du corps Q(@s, .…., nj Aos «+s An): 
Par abus de langage, on appellera aussi « explicite » une fonction qui serait 
explicite si, dans l’expression qui la définit, les exposants irrationnels qui 
figurent étaient remplacés, d'une manière arbitraire, par des exposants 
rationnels. Toute fonction non explicite sera dite « implicite ». 


Note. — Donc, algébrique explicite = « expression » algébrique au sens 
d’Abel [1], sans que des racines imaginaires de l’unité y entrent. 
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La liste suivante (A et B) de majorantes de premiére espéce associées a 


n 
sa su", avec a)=1, est assez représentative de l’ensemble des résultats 
VES 
connus, pourvu qu'on y ajoute les résultats déjà cités, dans I et IT. 
A. Majorantes (de 1" espèce) implicites : 
1. La racine positive de 
n 


an =i ley (ee (Cauchy, 1829). 
Viet 
2. La racine positive de 


Pan ae (Gauss, 1849). 


HE 


(Résultat moins fort que 1.) 


. à Ee 4 A & . 4 . . . , . 
Oi smax} ci; 6, |; OU 6, et €» sont resp. les racines positives des équations 


ee 


=| a |v" +... 4+] Gna) e+|an|te, 


BIE OTN Gh set ame a= Gil Ni 


le nombre strictement positif c et Ventier mé|[1, n—1]| étant choisis 
arbitrairement. 


C’est la méthode de Carmichael (1915, [24]); l'intéressant résultat 10 de la 
liste B, ci-dessous, est un corollaire de celle-ci. 

4, Notation : b—4,: 

La racine positive de 


hy 


a D Bi 
alles dle ee ae à: | By | Ress + D: |b, "| (Carmichael, loc. cit.). 
eg! Vi + V=Kmn—1 +1 


5. Méme notation. 
La racine positive de 


hy 


i arts N | Bs | a! ane > | iy [A 1 


7 


Gre iret (Carmichael, /oc. cit.). 
V= A il 


6. Une autre méthode intéressante a été donnée par Westerfield (1933, | 120)). 
On peut l’énoncer comme il suit : Considérons l'équation en u,(1 <y <n), 
n 
(hee k Le D uy(h +k) 


V=-1 


Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 4. 


ae 
Gs 
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et astreignons les inconnues w, à être des polynomes de la forme À: hk, L'équa- 


tion admet alors plusieurs solutions distinctes; soit u, = P, (A, #) Pune d'elles. S'il 
existe alors deux fonctions k—A(|a,|,.….,|a,|) et k—#4(|ai|, … ++ [an |) telles que 
la,|-ZP,(, À), quel que soit (|a|,.…, [a|), A(|& |, |@n (Amen LE: 
est une majorante. Westerfield a, en particulier, Tee ainsi implant 
plusieurs résultats connus. 


Remarque. — Ainsi énoncée, cette méthode est un cas particulier de la 
méthode suivante : considérons l’équation en u,(1 <v <n) 


rn—i 


[o(d, ee ey dy) =>) [9 (ds, ..) dh)|', 


NA 


9 étant une fonction positive donnée des variables positives d,, et les uw, étant 
astreints à appartenir à une certaine classe de fonctions positives de dy, ..., d, 
et de 9, telle que l’équation en question possède toujours des solutions. S'il 
existe alors » fonctions d,(|a,|,...,|@,|)(1 yn) telles que |a,|[<u,(di, ...,dn), 
quel que soit (| a, ), 9 est une majorante. 


RO 


an n n—1 n u—% 


Application. — Soit 9 — AS d,. Alors Pe d, SV >} d, admet la 


V=1 Vs Voi 
solution u, = d, a +. are ae la méthode s'applique done, a fortiori, 
avec d)~'(d,+...+ ua =|a,|, ce qui démontre le résultat 8 ci-dessous. 


a Il l 


+. 
j en 


m—1 


| : 
Westerfield ordonne l’ensemble des nombres }|a,|, |a,f', ..., | Qn 


suite décroissante, notée qi, ..., qn; il note y, la racine positive de Yo es 
D 4 — 11] 


Il démontre alors (1933, [120]) le on : St (g1, ..., nr) est la solution 


nt 


positive du système M8 5 Se Non Chea ee Ey y 2, Jy est une majorante. 


+ | “ V=1 


Remarque. — 1. &,q, West pas continue par rapport à a,, contrairement à ce 


qui arrive à la plupart des autres majorantes de la littérature. 


nt 
8. >> d,, où d,, est la racine positive de 
Vest 


a 
= 


> 4 di! = |um|  (Rudnicki, 1934, [104]). 


Y=1i 
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9: -max. 1m 


12aVvan 


a, || x : ye, 
ae | (Ya étant la racine positive de 
1— 1 


jek =D ae (Anghelutza, 1934, [4]). 


V0 


397 


10. Méthode « de comparaison par la moyenne arithmétique », de Markovitch 
(19389, [70]; 1948, [71]). Iustrons son principe par un exemple : Associons à 


n—1 n—1 


l'équation (1) : He DA | a, |” l'équation (2) : r'=MÈ b,x’, les b, étant des 


Vv =='0; v= 


nombres positifs, arbitrairement choisis et M étant le max | pa 
es) 


n—' 


Mb, ™ | a, 


V=0 
7 —1 


£ alors, 


. EN LT i 
; donc, la racine positive de D LA est < de la racine 


positive de He (Mb). La méthode revient alors à définir des fonc- 


v8 


ons), 0, (hail, 3... 
arbitraire; c'est la que réside la puissance de sa méthode. 


a,|), ce qui peut être fait d’une façon absolument 


Remarque. — La remarque qui suit le corollaire 5.1 (voir aussi [125 |) 
généralise, théoriquement, cette méthode; techniquement, son intérêt est dû 


n—t 


au choix (x) =a"— > (Mb,) x”, avec M = max Ea \ de Markovitch. 


by 


V0 
; B. Majorantes (de 1" espèce) explicites : 


Worse. f(2) =S Pas SE... a, 


A, 1+max{|a|} (avn) (Cauchy, 1829, [26]). 
( Ki 

ou | max) (2 4%)" \ (Cauchy, 1829, [26]). 

> rs MM — Eye ou M= ae |e | |. 

dE ; Po me 


Notation : C” = le v'™ coefficient du binome. 


(Cité par Jules Tannery, 1906, [105]. ) 


il 


nh 
iets 1+ | aw? 


MESA 


(Cas particulier du théorème P.1 de Petrovitch, retrouvé indépendamment 


par Carmichael et Mason, 1914, [23], et connu sous leur nom.) 


- 
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5: max | | 2 | 2, res | | (oem 
| | Œn—1 | Ay—1 | 


(Kojima, 1914, [51]; démonstration initiale par l'inégalité des déterminants 
de Hadamard. ) 


( 2 
6. (2” —1)~ max ( ii ) | (G. D. Birkhoff, 1915 [13]; Jensen [#8]) 


n 


ae - sx 2 
7. Pour toute n-ade de nombres A, > 0, tels que > Re P 


v=1 


+ 
max (Ay | ay |)" f (Fujiwara, 1916, [42]). 


Cette intéressante méthode a influencé plusieurs auteurs; vou, par exemple, 
Carmichael [24]. On sait, d’ailleurs, que plusieurs des résultats de la présente 
liste se démontrent aisément par cette méthode ([36], chap. III). 


8. Pour tout couple (p, 7) de nombres positifs tels que | + : a 


11 
n P 
1+ (3 | ay r) (Kuniyeda [59], Montel [79], [80]). 
Val | . 
’ (Sie) Biel 


done, 


ns 1, dla | (Montel [80/). 


10. Pour toute (n — 1)-ade de nombres À, = 0, 
f 


max | a | + EIRE LES 


x Ay "es + As, eae 


(Kojima, 1917 [52]; vor aussi A.3.) 
106. max{i1+|a,|,...,1+|a,-1|; |@,|} (Carmichael [24]). 


Lt >» |, |”. (Carmichael, 1917 [24]; il le démontre par deux voies diffé- 


= . 
rentes. Walsh le retrouve en 1924, [117], par une autre voie, et le résultat est 
souvent attribué à lui, seulement.) 


12. Avec les notations de A.7, q, + q2 (Westerfield, 1931, [119]). 
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+ ' ÿ 
13. 2 max )|a, | (Montel, 1934, [ 821). 


14. 2 max : Jet (Anghelutza, 1934, [4]; corollaire de A.9). 


15. Pour tout A > 0, 


(VG + i)-*) a ( Be ) | (Markovitch, 1939, [70]). 


16 ‘ a 1 Ac EL pe ee , 

16. Pour tout couple (m, m ) de nombres > 1 tels que ata Sh et poul 
tout t > 0, 

ml i+ ( lagi ~) (Markovitch, 1939, [70|). 

LiPo Ni =, 0 et À, > oli ven —1), 
i 
j 

(Cowling et Thron, 1954 [28]; nous avions retrouvé, indépendamment, ce 
résultat, par une voie différente, dans [125]. Vozr aussi l’article [29], 1956, 
de Cowling et Thron.) 


(1+ À, 
max « — 
(Ayo 


Gs 


ay 


18. Pour toute n-ade de nombres 4, > o(1-Zv =n), 


an 


max § /, 


bol 


Ans 


(Cowling et Thron, 1954 [28]; corollaire de 17.) 
L’intéressante méthode 17-18 a permi à ses auteurs de démontrer simplement 


plusieurs des résultats de cette liste. 


7 ) 
19. max) 1, : in (a riDisr) 
V=2 


(Corollaire du théorème [20] de A. Brauer pour les matrices, cité par M. Parodi 


dans [95], 1952 et dans [96], 1959.) 
Il est évident que, quand le polynome est lacunaire, plusieurs des résultats 


précédents se renforcent. 


Notes historiques. — I. Le résultat intéressant B.3 (J. Tannery, 1906, [108]) 
n’est cité par aucun des auteurs de notre connaissance. II. Les méthodes 
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générales A.3 de Carmichael et B.10 de Kojima restent ignorées par la litté- 
rature (quoique les articles correspondants sont cités hors texte), tandis que le 
résultat assez particulier B.5 de Kojima est universellement cité. Til. Le 
résultat B.11 de Carmichael-Walsh a occasionné plusieurs recherches; citons 
les démonstrations de Rudnicki (application de A.8, [104], 1934), de Markovitch 
({70], 1939), d’Anghelutza ([5], 1941) et de Vythoulkas ([115], 1947). 
Westerfield l’a amélioré sensiblement (A.7 et B.12, 1933 et 1931). a 

On n’étudiera pas, dans ce chapitre, de majorantes (resp. minorantes) qui 
ne soient pas de premiére espéce. 

Nous allons exposer maintenant une méthode qui, appliquée au cas particulier 
des polynomes, permet de construire très simplement autant de majorantes (resp. 
minorantes) qu’on veut; elle permet, en particulier, de démontrer d’une manière 
uniforme tous les résultats de la liste B, et plusieurs résultats implicites, en les 
généralisant, le plus souvent. 


Il serait juste aussi facile — aux notations près — d'appliquer cette méthode, 


énoncée pour les minorantes, directement aux séries de Taylor (comme c'est le 
cas dans [124] et [125]); seulement, il n’est pas nécessaire de le faire puisque, 
en vertu du paragraphe 6, les dites extensions sont à priori valables (pourvu 
qu'on les énonce convenablement). 


B'. — La méthode des fonctions décroissantes; applications. 


PRINCIPE DE LA MÉTHODE. — On désignera par F l’ensemble des hypothèses sui- 
vantes : E et E’ sont des ensembles totalement ordonnés; | a, b| est un segment 
de E; I et A sont des ensembles (quelconques) d'indices; ¢(resp. À) parcourt 
I(resp. A); (a;) [resp. (a) | est une famille de variables qui parcourent [ a, b |; 
o((a); (a;)) estune fonction à valeurs dans E’, croissante par rapport à chaque x, 
et décroissante par rapport à chaque x;. Si 1U A est infini, on supposera en plus 
que s est croissante (resp. décroissante) par rapport à (a) (resp. æ;)), au sens 
indiqué ci-dessous. 


Notations. — Pour abréger, on écrira o(a,; æ;) au lieu de o((a,); (&)): 
o(a; æ) désignera la fonction [ a, b] + E’ qu’on obtient, quand on remplace 
chaque a, et chaque x; par x. Si M, et M, appartiennent aE, (M,) ~ (M, }signi- 
fiera : M, =< M,, quel que soit v. ; 


Lemme 3. — Ajoutons aux hypothèses F l'hypothèse que les éléments (quelconques) 
R;, R;, M;et M, de E vérifient les relations (RD LCR; ) et (M;) = (M; ). Conclusion + 
o(R,; M)Zo(R; ; M;). 


Démonstration. — Quand on remplace, dans o(R;,; M; ), un seul R, par R;, la 
valeur de 5 ne diminue pas, puisque © est croissante par rapport à a; même 
remarque, si l’on remplace, dans o(R,; M;), un seul M, par M,. De là, on 
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démontre le lemme par une récurrence évidente, quand LU A est fini. Le lemme 
est évident, si TU A est infini (1). 

On désignera par F’ l’ensemble des hypothèses suivantes : Ajoutons aux hypo- 
thèses F l'hypothèse que E — E et que E estun demi-groupe (monoïde) additif, 
totalement ordonné (x <y entrainant x + 2-<7y +3, quel que soit 3), conte- 
nant un élément neutre (noté 0). 


LEMME 4. — Ajoutons aux hypothèses ¥' les hypothèses: g : [a, b|—> E est une 
fonction vérifiant la relation gr) + o(a; @) =a; aw, E[ a) 5); R, (resp. r,) 
ea; bletr, x, LR. Conclusion : On a, quels que soient les éléments M; de 
[a, b] et l'élément MM; (resp. u. = M,) de | a, b |, 


min {u, 2( 2%) + (7; Mi) A ty << max {M, g(a) + (Ry; M:)}. 


Démonstration. — Considérons, par exemple, l'inégalité de gauche. Six, 
ON à (Lo; Xo) > 6(r3 L)>0(r,; M;), ce qui entraîne x, > g(r,) + or; M). 
Ce lemme simple entraîne le 


TnéorÈme 9. — Sous les hypothèses du lemme 4, toute racine ¢ de l'équation 
g(æ) =0 vérifie les inégalités 


(A) min {p, o(7; M;)} —o = max { M, a(R); M;)}. 


== a 


Dans le cas particulier où, quel que soit À, o est indépendante de x,, on peut 
mettre ces inégalités sous la forme 


(B) | min | 2, o(M;)} <p = max {M, o(M;)}. 


L'intérêt des inégalités (A) et (B) réside aux faits : 1° que 9 ne figure plus dans 
les membres de gauche et de droite, et 2° que les M; sont des éléments arbitraire- 
ment choisis de | a, b |. . | 


Remarques. — 1. Même du point de vue « applications », la généralité des 
notions et des énoncés considérés ci-dessus est justifiée par plusieurs raisons; 
la possibilité de définir des « sommes » non dénombrables dans certains demi- 
groupes totalement ordonnés (exemple : les nombres ordinaux) en constitue une, 
la notion d'intégrale définie par Banach dans | 8 | (intégrale définie sur toutes les 
parties d’un certain ensemble) en constitue une autre. Ces deux exemples 
seront étudiés ailleurs. 


2. Désignons par H l’ensemble des hypothèses suivantes : E, E’ et E’sontdes 
ensembles totalement ordonnés; | a, b| CE, (y, 2) CE’; J = ensemble quelconque ; 
(Le est une famille d’ensembles d'indices ; 1 parcourt Lis (2; )ier, est une 
famille de variables qui parcourent | a, b]; 9; est une fonction de toutes les 


(4) En vertu de Phypothèse supplémentaire introduite dans ce cas. 
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variables x,(1;€l;), monotone par rapport à à chacune d’elles, avec le même type 
de monotonie pour toutes; 9; a (y, à) comme ensemble des valeurs. (y;);es est 
une famille de variables qui parcourent (y, 2); /((Y;);es) est une fonction à 
valeurs dans E", monotone par rapport à y ; dans le sens contraire à celui de 9;. 

Les fonctions de la forme f((¢;)) se présentant très souvent dans les inéga- 
lités « positives », il est utile de leur donner un nom; appelons-les « fonctions 
doublement monotones ». 

Des exemples immédiats de telles fonctions sont fournis par les séries 


Dy any les produits | Jaa (finis ou non) et par les sommes, produits, 


racines positives, etc. de telles fonctions, quand a, ER, et v parcourt une partie 
de N; mais, ces exemples ne sont pas les seuls. 


3. Le théorème 9 admet diverses généralisations ; il suffit d'appliquer aux 
fonctions ç nos considérations de | 125 |. 


Lemme 5. — Ajoutons aux hypothèses K' l'hypothèse plus forte que E est un corps 
ordonné maximal et remplaçons «=x» par «—=æx'» dans F', avec 1€ Q° et 
[a, b]CE, sit341. L'hypothèse du lemme 4 entraîne alors les inégalités 

f zt i 
min ( p., [g(%o) + (73 Mi) ]?§ amy = ees Pipa AS tie 

Proposition 9. — Sous les hypotheses du lemme 5, toute racine 9 €] a, b] de 
g(x) =0 satis fait aux inégalités 


1 
t 


(C) i u, [a (rx; Mi) | Pata ea Cet DU 


L'hypothèse qu'on a fait dans le lemme 5, permettrait de développer l'essentiel 
du paragraphe 10 pour un corps ordonné maximal quelconque E. Pour fixer les 
idées, nous choisissons E — R, ci-dessous. 


10. APPLICATIONS DE LA MÉTHODE. — Elles concernent le problème : Construire 
des majorantes de la fonctionnelle Ë(a,, ..., a,), définie par la racine positive £ 
de l'équation | 

B= Ay DA Eb Om ou aEeR,. 


Formules générales. — Quand (a,, ..., Gn) 4 (0, …, Tee cas intéressant), 
€ est aussi la racine positive de l’équation &'= a,æt-1+ .., La,æt", où 
0 11. Cela conduit à poser 


FV) Sartre t AnY n; 


ee = (TT) À où 0,> 0 Pa 


yell; 


œ 
æ 
= 
| 
~ 
| 
~ 
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L’application de la proposition 9 a f(o,;(x;)) donne alors 


vo 
= 
Ww 


7 1 


A a; 1 
(10) Dh? + ) où M = max {M,}. 


| =H II Mo 
| Ova 


On peut considérer des produits [REZ finis ou infinis; nous nous limitons 
ci-dessous au cas fini, dans lequel on va considérer divers cas particuliers de (10). 
I. 0,1; ¢=1. Notons alors : l= {(j, 1), ..., (j, j —1)}. On obtient 


Us a An | 


; Saks oh TM rm 
Mi ee MP \ 


Crm) (eee AVE, Op Mira ee 
Ave AL M;; M:1M 


Choix particuliers des M, : 


1. M, — M. Cela donne 


re ( ay a; 
tri) Sat be MTS TEA: Cl 


Remarque. — On utilise souvent le fait simple suivant : 


ve Un 
a+ ptits € M 
implique que £ <M. 
2. M;,,—M,. Cela donne 
Se i a As Cle 
(11.2) €— max Bist meet MET BOT pet. TM 
3. M, — M,. Cela donne 
a. 2 4 da as an | 
(11.3) Emax} May oo Mas dit je + ea tt ML 


Remarques. — 1. Il est, quelquefois, utile d'exprimer le résultat (11) comme 
il suit ; SoitJ = {1,..., 7}, ={(G, 1), ---, GJ} et M = max | My}. 


Alors, st. 
Ga A» . An. 


ee —_ hé a ee 
M Pen Nn 


on a £ M. 
2. Sous la même hypothèse, on a l'inégalité plus forte 
1 
EZ(aMr + a,M"+...+ an)". 
Ann. Éc. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. AG 
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IL. J={i,..., 2}, yes (j 1), .., (== tien 
Alors, 


À 1 
/ a; M! a M! anM} "| 
at Et LE a ee 
M (Sar MM bo Mig Me 


(12) << max 


Quand ¢ + o, on retrouve la remarque 1. 
La racine positive € de 2*=a,2"*+-..-+- dp coincide avec la racine positive 
dew? =a,x+(a,+a,x2'+...+a,x”7-"), donc, avec la racine positive de 


1 5 RE 
QUE [ cu + Vay th (ds + ALU +... + On 2? n) |; 
2 


le second membre de cette équation étant de la forme f(9,(æ)), on a 


M, ~[ a, = Via? © Gia ah Ma + M Mee a Me ME ne 


(13) MEL max 


Remarque. — La racine positive de l’équation 


mi nt 
: b on, " 


2 ls - le 
lms CN Disks Sige Fir ah dy cis Ah AIOE 2e 


am are 


(a, b,, ..., 4, sont des constantes positives) vérifie une inégalité analogue à (13); 
cette remarque s applique également à certaines fonctions algébriques explicites 
définies par des expressions algébriques plus compliquées. 

L’inégalité de Holder permettrait d'obtenir des nouvelles inégalités à partir 
des inégalités précédentes, tout comme dans le cas de Montel [82], Marko- 
vitch [ 74 | et [ 125 |. 

Appliquons maintenant les formules générales précédentes à la démonstration 
de certains résultats connus. 


Applications de (11.1). — Notation : F(M) => a, Me: 


1° Soit À une constante >o et soit A le max {a,X’}; alors, a, ZAX° et 


LL 


F(M) <A)“ Ÿ (MA); done, si MX > 1, ona 


F(M) ZA) — AM(M2—1)-; 


I 
1— (Mi) 
alors, M=F(M) équivaut à MX '(1+ A). D'autre part, M X-t(1+ A) 
entraîne MA >1; donc, MX "(1+ A) entraîne MX. F(M); par conséquent, 
£ A (14 A). C'est le théorème de Landau et Karamata (§ 8). Le cas parti- 
culier À — 1 donne le théorème B.1 de Cauchy. 


2° max {1, F(1)}= max} DL donc, E max | > at. Cela démontre 


la dernière partie du théorème B.9 de Montel. 
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9 PIS + tee ce Si / ‘ 
3° Soient À", .{., A7' des constantes positives (> 0) de somme t et soit A 


\ 


<= 


den 
le max }(a,4,) ; 
cd 


\ 


| = = AeA 2 At \v—4 f 
j; alors, a, "A" et F(M) ZAS. Ge | - Lechoix M=A 


See 


A naan, ù { “ cosh \ 712 ! A (x À 
entraine F(M)—A.1=M; donc, max }(a,À,)°{. C'est le théorème B.7 
de Fujiwara. 


Remarques. — Les applications 1°, 2° et 3° de la méthode montrent claire- 
ment que sa généralité propre est au moins celle des séries de Taylor, la restric- 
tion au cas des polynomes étant tout à fait artificielle. 


If. On a déjà remarqué (voir Dieudonné [36], chap. IT) que les théorèmes 

B.2 de Cauchy, B.9 et B.13 de Montel peuvent être obtenus comme corollaires 

= . . = I = I A ‘ > 5 \ 

de B.7, pour les choix respectifs, 1° Nino OS ay el 2 A e%, 1.00 

n Ay s 
v3 

"= op * + 0” +... +1. Il arriverait au même d’appliquer directement notre 

méthode. 


1 


(st) 


4° Soit A une constante positive (>>0) et soit «== max ' alors, 


a,“ XC'æ et 


F(M) 22M) Chr = (1+ g) — 1 : 


VA 


done M => F(M) équivaut à Ma ( 1 + 5) — 1 ; donc, 


1 —"" 
tye 
240 (sent : 


C’est le théorème B.15, de Markovitch; le cas particulier À =1 donne le théo- 
réme B.6 de G. D. Birkhoff et Jensen. 


aay 


5° Faisons le « changement de variable » M— 08, 9 >0, où l’on a posé 


ie 


8 — max jar. Alors, a,<2 GC" et F(M) = 0? | (1+ sr) — |. On aMXF(M) 


M: Dee 
équivaut a68>08[(1+ yy) — 1 agora dat (458 à) so . Done, 


Ra L( toe 5) = | . C’est le théorème B.3 (J. Tannery [ 108 |). 


Remarque. — La majoration systématique de la somme F(M) que nous avons 
fait dans les exemples précédents revient à une application tacite de la remarque 
faite après le corollaire 5.1. Certains procédés de Montel [82] et la méthode 
précitée de Markovitch ([ 70 |, [71 ]) pouvant également étre considérés comme 
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des applications de cette remarque, cela explique les ressemblances que pré- 
sentent certaines applications de ces méthodes. 


nn 


3° Posons d, = we ——(1<vn);.il suffit alors d’avoir M = > d,, pour qu’ on 


LE | 


7] n m—1 


ait EZ Ÿ d,; il suffit donc d’avoir : M™*<( id, (2<mZn), ce qui 


ba v=2 


n m—1 : à 
équivaut à 4p) d, : cette dernière inégalité sera a fortiori satisfaite 
m 
LV 


si on a @,,== a" DA d,. Cela démontre le théorème A.8 de Rudnicki. 


nt 


V1 


Application de (11.2). — Le choix M,—4}(2<vÆn) donne 


1 1 
# à = A. Un 3 = 
ee MAK ) CE a clei 5, (lat 2 ey ig Oe I 
= n | 2 


C’est le théorème B. 44 de Carmichel et Walsh. F 


Applications de (11.3). — 1° Faisons dans (11.3)le changement des variables 
Mu (9 yo). Cela donne 


(11.3 0) Bmax) pt aeons pet OS (1+ pat Papa best Bae in) 


Si l’on pose v..'=1,_,, (11. 36) devient le théorème B.18 de Cowling et 
Thron. 3 


. em: + hy, ye 4 
2° Le changement des variables y.,' = ~—— (2 <v—n—1), uy’ = À; ,avec 
v—1 


A, > 0, donne 


+ 


Be + Ho Pes + + Fa St aa eet een ALL CORRE = Ay An—1 
ot ae is OS ads Adie Ag) (ice Aa) Ge hae Ag) he tne) 


Cette somme est < A, car, le coefficient de A, dans le numérateur de la frac- 
tion obtenue ne contient pas tous les termes, par hypothèse > o, du dévelop- 
pement qu produit (1+ A.)...(1+An41). Done, 


Qn 


3 Lala Loe ey ca! 
t<mn max! = 2a y—nN—!1 12) 20e 
> des trs ( en par ; ( 1) @ (3 


c'est le théorème B.17 de Cowling et Thron; le cas particulier A, =1 donne le 
théorème B.5 de Kojima. Vorr aussi [125]. 


3° Posons 1, = PT". Alors, pus + pes ty ++ pau pt Astaire piTie 
done, sig est la racine positive de l'équation a" =a"! + œ1?1, +31, ona 
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I a Ley ees Flu... b=p et €= 6 max raat C'est le théorème A.9 de 


dy 


An ates. 


/ Patines ; 
4° Le choix p'=2(2<v<n—1), u,—1 donne directement le théo- 


rème B.5. - 
Revenons à la formule générale (11.3). 


9° Le changement des variables M,— —— + W(2<v=n—1), 


is e + A y 


yeh enn 
M,— Den AVEC À, > 0, donne 


4e 


tee Leger A1 ER Re , AA 
MS “M 7 Max MM M, M; 
= (démonstration par induction) : +- te Mr Net 
iL M,M; M::..M, 
D'où 
Va ne (2ZyvZzn oa 
= LA dis SRE SON | 


C'est le théorème B.10 de Kojima. Le choix particulier 4,1 donne le 
théorème B.10 b qui améliore légèrement B. 1. 

Remarque. — L'intéressante identité je Xi, Rue eae reste vraie 
dans tout corps commutatif, pourvu que les M, et les À, soient non nuls. 


1 1 1 le 
6° Le choix À, — mee arr il ede Roe eae he Rey in es dans 5° 
Mm l V+ te y— cf 

1 1 1 


démontre que Emax) ai-+ hay B+ Ay, MN Lee fer any, résultat un peu 


plus fort que le théoréme B.12 de Westerfield. 


“ 


Application de (13). — Le choix Mj, =1 donne 


a ake ie “Lat Vai A (a+. TS a}. 


( 


C’est le théorème B.19 que Parodi démontre dans [95]|comme corollaire d'un 
théorème [20] de A. Brauer pour les majorants des modules des valeurs caracté- 
ristiques d’une matrice d'ordre 7. 

Emploi de l'inégalité de Holder. — 1. Soient c,(1-ZvZn) des constantes 

. . uit ay C1 Qi Gy 
> o arbitrairement choisies ; comme — - Ma: See ma 1 entraîne Ë “M, 
1 uh nn 


on a alors que, a fortiort, pour tout ae (k, pe de nombres >o tels 
que k "HE *=2, 
ie 


| ; | 
ay\F à chad il a + ( A say iss 
en Ur me) -] €: 
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entraine que £ <M = max |M,,}. (On pourrait aussi formuler d’autres implica- 
tions, analogues à celle-ci.) Cela démontre, pour c,=c et 


1 
= kr ke 


le théorème B. 16 de Markovitch, généralisation du théorème P.1 de Petrovitch. 
L'emploi des paramètres c, et, essentiellement, l'idée de cette démonstration 
sont dus à Markovitch [71]. 
2. Soit 3 la racine positive de l'équation BE, Gia", QoS 0, age 1 gee 
vost 
a,>4 0. Soit 0 un nombre €[o0, 1[ et soit (4, #) le couple considéré dans 1. 
Alors, £ majore la racine positive p de l’équation 
1 
n k 
== D: ak hk (at—0kv)F 


CR: . . . sn . 
donc, si € <1, € majore la racine positive p, de l'équation 


1 


Æ 1 

(1—O)kr ke 
C= > ak ek eee ae : 
CT — acht—B)k" ? 


n 
si lon pose ®(2)=( © x,0 | ; pa est aussi la racine positive de 
y x 3 


4 


TE = 1 + O(a), donc également de = = (1+ 10) . En posanty = x", 


nous passons maintenant au cas des majorants de la racine positive Ë 


n 


de ay) An, puisque € est majorée par la racine positive de 


| 


y=[1+0(")|". Or, (y) est doublement monotone. Done, 


1 
A’ \ k(1—0) 
Vk 


Xe : EL A 
(14) siti eee 1 + >) af (Ma... Mag) (M = max { My}). 


VA 


Pour =o et M,,=1, (14) donne le théorème B.8 de Kuniyeda et Montel; 
soir aussi | 125]. 


4 
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Remarque. — Comme le cas k= k’= 2 de ce théorème coincide avec le 
théorème P.1 de Petrovitch (ou, de Carmichael-Mason ) pour les polynomes et 
comme le théorème B.8 pour les minorantes s’étend (en vertu du paragraphe 6) 
aux séries de Taylor, il s'ensuit que B.8 généralise P.1, même dans le cas des 
ee méme remarque pour le théoréme B.16 de Markovitch, par rapport 
Per 


Nouveaux résultats. — Les inégalités générales (11 )-(14) permettent de cons- 
truire autant de majorantes qu’on veut. En voici certains choix, faits au hasard : 


1. (11.1) donne pour M — > : 


SVT 


We a 
— MAX 4 2, Gi LU i. 
2 


2. (11.2)-donne, pour Ma "(2 <% <n): 


1 
Emax a" "t(2<y nn; a+n(: 
Pag kt teas ( 


5. (11-3 6) donne, pour, =x(2 29 <n): 


By Lee 
: max | (av Zn); na, 
NT 


Si l’on veut obtenir des majorantes de la forme considérée traditionnellement, 
le corollaire suivant de (11.2) est assez suggestif : 


St l’on subdivise la suite a,..., a,, de façon tout à fait arbitraire, en des sous- 
suites dbrus es Ajay 5 Sim Om): (les indices d’une même sous-suite vont en 
ty y(4) 1 yim} 


(re 


croissant) et st l’on fait le changement des variables défini par 


vCk) \ Yk 
LORS — : . 
oM tina = cE > CITE (TR I er, 2 0), 
oc 


CE | 


les variables M, et c, étant positives et les y, réelles, on a 


yk a 
VTT] ACER” yk) RCH =1 
(15) £ T7 max Ck > Æ,0k) 9h Ck > Gk) (tar tty m); 
 — 7 La 

| o=1 CH= 

wot) I=) Ad) I=Y'm | 
= —1 

di + cy" De ee. + Cp > Œyem) | 

y= Lu 

G=a=1 G=1 


Plusieurs des majorantes de la liste B sont des cas particuliers de (15). 
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(15) entraîne le corollaire (156) : 


Hypothèse supplémentaire : 


veh) 


(k 
. al 2 ie) — 1 
Si D Ayky I GAS re ee 
="? = Jk) ? 
di ls Are 
GA 
YCk) 
(k) 
Beg Wael. 
Sl Dd age VRZ Tow 
G=1 
é 5 
Conclusion : 
01) Ivy vCk) 1) m 
P aks N NV 
(120) Ge or +... + PAR 
\T=1 =i 


Applications de (15 b). — 1° Subdivision : m=1. Si, alors, 


1 


OO nut à 
= quand NET 
esters = 
=4 
uw 
1 « 
YES quand d'u, 
==> 


on à 


n 
= ‘ei 
ee Teed > Yay, 


(y = 0 donne la majorante B.9 de Montel. ) 


2° Subdivision : v“==1; k== 1,21 .,2—1. Alors, si 


k 
Vee Far quand Or ST, 
x k 2 
ve heed quand Uk ZT, 


ona 


é ee ye a; ro ain, 


(Ceci est également un corollaire du théoréme B.11; ce dernier correspond 


à Yk= RER d'où sa perfection. ) 


Application de (15). — Subdivision : m=1. Alors, 


1 


LL La ÿ n ler 
= & | : à 
(15.1) 5 2 max (a Va; (Izyvan—1);a+c ys 
j=? / ¢ jas 
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_ Application de (15.1). — 1° c=1 et y =o donnent la derniére assertion 
de B.9. | 
1 n 
ON MONi NE 2 max. Ce Cu td) Det Y'a; . Le choix particulier 


=) 
Tu n 


> a; donne, enfin, §<max Nan 1+ 4) [ce qui résulterait aussi du 
J=2 J—=2 


choix : ¢=1 et y=1, dans (15.1)]. Ce dernier résultat admet une généralisa- 
tion très simple : Subdivisons la suite a,, ..., a, en deux sous-suites, (a) et 
(a,,,»), l'ensemble { a, } pouvant éventuellement étre vide; alors, 


Ys 

(15.2) Eeeman ot à + Da \/ Yew 
ue y 

© COROLLAIRE : 


(15.25) Eman 4+ +, Oa Da 
Ue y 


Le résultat reste vrai quand {a,,,,} est vide, mais il est alors un corollaire 
des théorèmes B.1 et B.9. 


Remarque. — (15) est utile surtout pour suggérer des propositions. La 
démonstration directe de celles-ci, à partir de (11.2) est ensuite, souvent 
immédiate; par exemple, (15.1) résulte du corollaire suivant de (11.2) : 


Le Lew! 


wet) 


-<—max)|MN1, 


CHAPITRE IT. 


LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES 
DANS UN CORPS COMMUTATIF DE CARACTÉRISTIQUE QUELCONQUE. 


A’. — Définition et propriétés des d. c. 


1. PRéLMINARES. — Terminologie, notations : E—A— complémentaire 
de l’ensemble ENA par rapport à E; dans le cas où E est muni d’une loi de 
groupe additif et où ACE, l’ensemble des éléments a —y de E, avec æeE 
et yEA, sera noté E+(—A); si A={a}, où a€ËE, on abrégera (—{a}) 
en (— a). 

_ En ce qui concerne les termes habituels, ils sont, pour la plupart, empruntés 
à Bourbaki; ainsi, on appellera permutation d’un ensemble E une application 
biunivoque de E sur lui-même; fonction = application. 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. 45 
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© L'ensemble G, muni de la topologie habituelle, et R? seront identifiés, en tant 
qu’espaces topologiques, et on les appellera plan complexe. On appellera cercles 
les disques de ce plan. Le compactifié GU{} de G(par adjonction d’un point 
à l'infini w), muni de la structure algébrique de corps projecti/, sera noté G, ; 
nous appellerons « d. ce. » de G, : 

Les parties de G(@, G, les cercles ou demi-plans ouverts et leurs réunions 
avec une partie connexe de leur frontière). 

Les complémentaires de ces ensembles dans G,,. | 

«d. c. » rappelle le terme « domaine circulaire », utilisé quelquefois dans la 
théorie des fonctions analytiques (Montel [85]) pour désigner ces ensembles. 


Notation : @(C,,) = ensemble des d. c. de C,,. 


Notion usuelle de convexité, par rapport à R, dans G; Be = ensemble des. 


parties convexes de G 

On ne considérera que des zéros de la fonction f(a) contenus dans son 
ensemble de définition, et différents de w. 

Le méme symbole « = » sera utilisé dans les identités et dans les équations, 
le texte permettant de faire la distinction. 

Toutes les fois que nous introduirons une notion nouvelle, elle sera désignée 
par une combinaison de lettres (par exemple, « s. e. », « d. e. »), que nous 
spécifierons. 


PROPRIÉTÉS DES D. c. — I. Tout d. c. ne contenant pas w est convexe. II. St CE C, 
la permutation or de G,, définie par o.(z) =(C— 3)", transforme tout d. c. ne 
contenant pas € en un d. c. ne contenant pas w, donc en une Pee convexe de G. 


Ill. La permutation f de G,, définie par f(s)= = 


= + (appelée « homo- 


graphie »), où acAbd, induit une permutation de @(G,); c’est-à-dire, 
f échange les d. c. entre eux (« f transforme les cercles en cercles »). 

Ces propriétés sont à la base de plusieurs résultats classiques; il y a donc 
intérêt à généraliser ces propriétés à des structures moins fortes que celle 
de G; pour cela, il est nécessaire de généraliser la notion de d. c. La définition 
que nous proposons s'inspire du théorème suivant : Soit A une partie de G,,; si, 
quel que soit (€ G — A, o:(A) est convexe, alors A est un d. c. 

Donc, la propriété IT caractérise (Ce) dans P(Y(C., )). 

Le théorème cité est un cas particulier des théorèmes 2 et2b du chapitre Il. 


2. DÉFINITION ET PROPRIETES GÉNÉRALES DES D. E. — Considérons un corps 
quelconque K, non nécessairement commutatif; adjoignons à K un élément 
« infini » w, et munissons KU{w} de la structure suivante, dite de corps 
projectif : 1° la partie K de KU {w} garde sa structure initiale de corps; 2° pour 
tout a€K, a + w = vw +a—=w; pour tout a€K—/{o}, aw=wa=—w; et 
3° 071= w, w to. 
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Notation : 9; == la permutation de K, définie par ®(z) =({— 3). 
Derimition 1. — Une partie B de PK) sera dite « S-ensemble » si lon a: 


1° OEB, KEB et, pour tout reK, xEB; 2° B4+a2=—aB=Ba=B('). 
Les éléments de B seront appelés «s. e. ». 


Notation : (K,, B) =K,, muni de B. 


Exemples de S-ensembles. — 1° Bg; 2° Les traces des d. c. de G,, sur C. 
Définition. — Une permutation de K, sera appelée homographie de pôle € si 


elle est de la forme 2'== (az + b)(s— 7), avec b + alo, où (a,b, C)EK?, 
ou de la forme 3’ = (3s —C)-1(sa+b), avec b+ Cao. 

Chaque homographie est bijective et son application réciproque est également 
une homographie. 


Derinition 2. — (K,,, B) est donné. Une partie A de K,, sera appelée « d. e. » st 
elle est soit un des ensembles Ÿ, K, K,, soit telle que : 1° pour tout CEK — A, 
o:(A) est uns. e., et 2° st A n'est pas uns. e., WEA. 


Notation : ((K.,, B) = ensemble des d. e. de (K,,, B). 

Les hypothèses B+zxz—Bz—xB—B et les identités par rapport 
àzekK— {0}: 
(as + b) (2 — C= a+ (ab+b)(6—f)", («— 0) a+b) = a+ (e— 6)" (a+ db) 
montrent que si A est un d. e. $C, toute homographie de pôle ¢ le transforme 
en un s. e.; on pourrait donc remplacer, dans la définition 2, 9, par une 


homographie de pôle €. 
Pour (a, C)EK?, on a les identités par rapport à EK : 


-gsta—({+a)=s—f, az—atC=—a(s—f), sa—ta=(s—t)a; 
ceci démontre que chacune des homographies spéciales 3/—az+b, 
3/= za + b(a< 0) induit une permutation de O(K,, B); en fait, il y a plus : 
THÉORÈME 1. — Chaque homographie induit une permutation de ((K.,, B). 


Donc, chaque homographie transforme les d. e. en d. e. 


Démonstration. — Puisque les homographies sont des applications bijectives 
et que leurs applications réciproques sont également des homographies, il 
suffit de démontrer que chaque homographie transforme les d. e. en d. e. Ce 
fait étant déjà démontré pour s'=az-+b et z= za +- b, il suffit de le démontrer 
pour 3—({—:)", avec C Aw. 


(4) Dans cette notation abrégée B+ a signifie, en fait, la famille des E+ {ax}, où EcK 
. parcourt B. Le sens de Bw et x B est analogue. 
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Soit A un d. e. et &€K —g-(A); nous avons à montrer que : 1° 9:(9;(A)) 
est uns. €., et 2° si 9 (A) n’est pas uns. e., wE9,(A). Or, ona 


so CR RÉ AE 
Sih OES. CREPES 
que — E*) = EE Ky — p(A); 
Ko — 9¢(A) = 7 (Ky — A) (or étant bijective). 


Dans tous les cas, si o (A) n’est pas un s. e., CEA et, par conséquent, 
wEo(A). 

Dans le cas («), oo est une homographie de pole €¢—f*eEK—A, 
done g:9;(A) est un s. e. Dans le cas (8), ¢9; est la translation s— ¢; alors, 
si 9¢9;(A) n’était pas un s. e., A aussi ne serait pas un s. e., donc wEA, 
donc o€#:(A) contrairement à l’hypothése o=€EK — 9-(A); donc, 9:9;(A) 
est uns. e. 

Le théorème 1 généralise le résultat classique : Les homographies 
transforment les domaines circulaires (les d. c.) du plan complexe en des 
domaines circulaires. 

Les raisons de ce théorème sont donc assez algébriques. 

Pour tout a€K,,, {a} et K,, — {a} sont, trivialement, des d. e. 


Remarque. — Pour chaque x&K,,, posons V(a) = ensemble des de. 3x. 
(V(æ)),er, à les propriétés : 


a. Pour touta¥4w, V(x+A)=V(x)+ a. 

b. Pour tout ao, w, V(ax) =aV(x) et V(aa) = V(x)a(‘). 

c. V(a*)=[V(x)}' (= ensemble des images réciproques des d. e. 3x). 
Il suffit donc de connaître un seul V(a) pour les connaître tous. 


Les conséquences apparaîtront plus clairement dans le paragraphe 4. 


3. EXEMPLES : 


E.1. B—{K}U{{æ};æeK}U B,, où B, = ensemble des parties de K de 
même nombre cardinal a(a = du nombre cardinal de K). Alors, 


D(Kw; B)={9}u{K,}u {{æ{;rekK,} U {Ky — {2}; cEK,} UB, 
où B, = ensemble des parties de K,, de cardinal a. 
E.2. Soient #, un corps intermédiaire entre Q et R, et K un surcorps 
de #,.B — ensemble des parties convexes, par rapport à ky, de K. 


a 


(*) Dans celte notation abrégée V(r) +a signifie, en fait, la famille des E + a{, où E parcourt 
l’ensemble V(x) des d. e. contenant x. 


PSEEGTS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZEROS DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE. 355 


ES. Le même K que dans E.2. B = ensemble des parties de K pouvant être 
mis sous la forme AUT, où ANT = 9, A est soit vide, soit convexe, et I est un 
ensemble de cardinal <a. 

E.4. On définira maintenant une notion de « convexité » dans un espace 
vectoriel U dont le corps des scalaires & est de caractéristique quelconque. 


Notation : I, = anneau des entiers modulo p. 


Derinition 3. — Soit U un espace vectoriel sur un corps commutatif # de 
caractéristique p (resp. 0). On dira qu'une partie A de U est « p-convexe » 


(resp. « o-convexe ») si, quels que soient | les entiers m0 et n < 0 (mod p) 
(resp. m>œoetn > 0), la suite 1,,...,u, d’entiers quelconques (resp. 0) 
m A 


avec > Un, et la suite &,...,a, de points de A | le point x défini 


= 4 
et 


Sy < . 5 ‘ 
par nx D: 4; appartient à A. Convention : @ est p (resp. 0 )-convexe. 
gsi 


Abréviation. — On désignera aussi o par p, dans « 0-convexe ». 


L’ensemble des parties p-convexes de U, muni de l'intersection ensembliste, 
est un N-demi-treillis complet, ayant O (resp. U) comme élément minimal 
(resp. maximal). Si ECU, on appellera l'intersection de toutes les 
parties p-convexes contenant E, « enveloppe p-convexe » de E. 

(Comparer la définition 3 à la définition donnée dans [18], chap. II, p. 69.) 


Remarques. — 1. Il reviendrait au même de prendre m—2, dans la 
définition 3. 


2. Soit A une partie p-convexe de U. 1* cas : p<o. Alors, si A contient 
deux points distincts, il contient au moins p points distincts. | Démonstration : 
Soit (a, b)e A? et ba. Les p points de A, v*(a+(v—1))), où » 
décrit I,—{o}, b sont tous distincts. ] Ainsi, si U=1,, A=I,—U. 2° cas : 
p= 0. Alors, si (a, b)e A? et b Aa, le segment rationnel[a, b]C A. 

Soit K un corps et # un sous-corps commutatif non trivial de K. Quand on 
considère K comme un espace vectoriel sur #, on peut aussi considérer les 
parties p-convexes de K. Leur ensemble est manifestement un S-ensemble; 
notons-le I’. T, ne dépend pas du choix de cK. 

E.5. Soit M une partie fixe d’un corps commutatif K, avec (0, 1)EM*°. 
B — ensemble des parties A de K telles que, pour tout 2€ N°, l'appartenance 


des éléments a,, ..., a, à À implique l'appartenance de » usa; à À, quelle que 


ii 
n 


soit la suite 4, ..., , d'éléments de M satisfaisant à Die ik 


tost 
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T, est un exemple d’un tel S-ensemble B. 
C’est encore un NA-demi-treillis complet, etc. 


4. HYPOTOPOLOGIE ; L'HYPOTOPOLOGIE DES D. E. 


DÉFINITION. — Un ensemble © des parties d’un ensemble i définit sur E une 
structure « hypotopologique » (une « hypotopologie ») s’il est un UY -demi- treillis 
complet, contenant @ et E. Les éléments de & seront appelés ensembles ouverts 
de l’hypotopologie définie par &. 


Définissons les notions d'ensemble fermé, de voisinage, d’adhérence, etc. de 
la même manière qu’on les définit dans la topologie générale a partir des 


ouverts (texte de référence : Bourbaki [18], chap. I). Ainsi, dans lhypoto- 


pologie, les voisinages d’un point vérifient tous les axiomes de la topologie 
pour les voisinages sauf, éventuellement, l’axiome des intersections finies. 

On peut vérifier facilement que la majorité des « théorémes » et des 
« propositions » contenues dans le chapitre I du texte cité expriment des 
propriétés hypotopologiques. 

Les rapports de l’hypotopologie avec les « closure relations » de E. H. Moore 
(voir [14], p. 49) sont évidents; O. Ore ([93], [94]) a mis en relief l'importance 
de la notion et il en a approfondi les conséquences générales. Il utilise une 
autre terminologie. L’existence, actuellement, du texte cité de Bourbaki nous 
a permi de faire une vérification systématique du fait qu'une grande partie de 
la topologie générale est de caractére hypotopologique. 


Application, — La remarque de la fin du paragraphe 2 suggére de considérer 
l’hypotopologie suivante sur K,, : ensemble des voisinages de x €K,,—= ensemble 
des parties de K,, contenant au moins un d. e.3 x non réduit à {x}. (On suppose 
toujours que B est donné d'avance.) 


Dans les notations du paragraphe 2, V(æ)—{æx} est alors un système 
fondamental de voisinages de x [nous avons préféré V(æ)— {x} à V(x) car 
ce dernier choix donnerait toujours la topologie discrète]; les homographies 
sont des homéomorphismes puisque, en vertu de la dite remarque, elles 
transforment V(3)— {3} en V(z3')— {3}; par conséquent, les classes d’intran- 
sitivité de O(K.,, B), par rapport au groupe engendré par les homographies, 
sont constituées d’ensembles homéomorphes entre eux. 

L'ensemble des d. e. non réduits à un porn forme une base de l’hypotopologie 
en question. 


Exemple. — Considérons (G,, Bg). La topologie naturelle de G,, est moins 
fine, en tant qu’hypotopologie, que l’hypotopologie définie ci-dessus. Il existe 
11 classes d’intransitivité de @(C,,), par rapport au groupe des homographies, 
dont l’explicitation est évidente. 
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B'. — Applications à la localisation des zéros des polynomes 
d’une variable dans K,,. 


9. UN PROBLÈME FONDAMENTAL POUR LA LOCALISATION DANS C,,. — Rappel I. — La 
donnée des zéros d’un polynome f(z) détermine entièrement les zéros de sa 
dérivée /’(z). L'étude de cette dépendance dans le but de « localiser » les zéros 
de f’(z) a été commencée par Gauss ([68], p. w) et est à l’origine de nombreux 
travaux. Le plus souvent on se ramène au problème, équivalent dans G,,, des 
I(s) 


me 


ralement, on étudie une fonction rationnelle de la forme q(z) SP ROT — a) !, 


relations entre les zéros et les pôles d’une fonction rationnelle ; plus géné- 


yal 

où à; > 0. [Notation : q(z) gardera cette signification dans tout ce paragraphe. | 
Un certain nombre de questions de localisation se raménent a ce probléme. 
Examinons-le. 

Nous énoncons ci-dessous certains résultats classiques pour le plan complexe 
(sous une forme et dans un ordre appropriés a notre objectif). 

Le théorème suivant, dû essentiellement à Laguerre ([61]; [36], p. 38) et 
a Walsh ([113], p. 653) est fondamental : 


Taéorème L. — Si les 6;(i=1, ..., m) sont des nombres positifs constants de 
somme 1 et st le d. c. A contient tous les points a;i(<w), les deux assertions 
suivantes sont vraies et (manifestement) « équivalentes » : 


a. SEEC, — A, tous les zéros de la fonction de 3, 


mi 
d'a a= (2 Et 
i" 


sont contenus dans A. 


b. La relation 


Ur 


Dae — a= (6-8 


\ 


fait correspondre à chaque point CEG — A un point CEA. 


Ces énoncés sont légèrement plus forts que les énoncés classiques corres- 
_ pondants, car l’ensemble des d. c., que nous utilisons, est plus riche que 
l’ensemble des « domaines circulaires » ouverts ou fermés considérés 
traditionnellement. | 

Chacun des énoncés a et b entraîne que, st wG@A, q(z) ne s’annule pas 
dans G—A, résultat du essentiellement à Gauss et à Lucas ([113], p. 644; 


[36], p. 37; [68], p. 14: [118], p. 5). 
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Le cas particulier où tous les 3; sont rationnels démontre que, tout d. c. qui 
ne contient pas w et qui contient tous les séros d'un polynome f(z), contient aussi 
tous les zéros de sa dérivée f'(z); proposition équivalente, dans C,,, au théorème 
de Gauss-Lucas proprement dit (origine historique de la théorie en question), 
qui affirme que, les zéros d’un polynome f'(z) sont contenus dans l'enveloppe 
convexe des séros de f(z) (cette enveloppe est un certain polygone). Ce théorème 
est l’un des théorèmes les plus largement utilisés dans la localisation. Signalons 
que Biernacki a trouvé en 1955 [12 une réciproque au théorème de Gauss-Lucas. 

Les résultats précédents ont constitué jusqu’aujourd’hui un outil très 
efficace dans l’étude du problème de Landau-Montel (voir § 8), ainsi que dans 
l’étude des polynomes apolaires (voir § 9); chercher dans quelle mesure cela 
n’est pas un accident, est l’un des buts du présent chapitre. 


6. LA FORME INTRINSÈQUE (ENSEMBLISTE) DU THÉORÈME L. — Hypothèses et notations : 
E’= ensemble non vide; FCY(E') et F est un N-demi-treillis complet (le fait. 
évident que F est alors un vrai treillis ne sera pas utilisé ici). Tout élément 
de F sera appelé « f. e. ». L’intersection de tous les f. e. contenant un ensemble 
donné A est un f. e., qui sera appelé « f-enveloppe » de A, et noté f(A); 
on désignera par f l'application isotone W(E’) + F définie par A + f(A). 
E = ensemble non vide; ¢ est une application E > E’. 


Deérinition 4 a. — Un élément H de {)(E) sera appelé «h,. e. » si o(H) est un f. e. 
THéorÈME 2 a. — Si un h,. e. H contient l'ensemble A, alors 
s(H)3f(s(A)); 
st, en particulier, © est biunivoque, 
H> 5 (f(s(A))). 
CoroLLAmRE 2 a. 1. — Sr, de plus, y EE! et 5(y)NH— 9, alors 
J € f(s(A)). 


Soit maintenant + une application de certains sous-ensembles X de E dans E! 


telle que +(X)e/(X). Si l'on se place alors dans les hypothèses du 
théorème 2 a, avec co biunivoque, on a le 


Tuéorëme 2 a. 1. — Si un h,.e. H contient X, alors 
o to(X)EH. 


Associons à chaque ensemble AE P(E) une famille (a;),<, d’applications 
oj: E>E’, ; 


Dérinrrion 4 b. — Un élément 0 de Y(E) sera appelé « h. e. », par rapport à 
(Sjhen» St, quel que soit je Li, ;(0) est un f. e. 


se MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZÉROS DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE. 359 | 


TÉORÈME 2 b. — Sun h. e. 9 contient un ensemble A, on a, pour tout j Eds, 
o,(9)D> f(o,;(A)); se, en particulier, chaque 6; est biunivoque, on a 03 5, (f(o;(A))). 


Corollaire 2 b. 1 et théorème 2 b. 1 évidents. 


Application. — E'—E—G,, F=ensemble des parties convexes de G, 
oj(z)—=(j — 3)" et J, — G—A. Alors, les h. e. de E sont les d. e. de @,, donc 
les d. c. de @,. Soit maintenant + l’application qui à chaque ensemble fini 
{(@, ..., &,} de points de G fait correspondre le point D 2x; de G, les 6; ayant 

US | 


n 


été choisis de manière qu’on ait 4,0 et Dir Soit 0 un d. c. de G, et 


~. 


= 
Li, -.., %m des points de 9NC; soit jECG— 4; alors, l’image réciproque par 
(jose ye det. (7 — di) !, . . 55 (j—%m)'} appartient à 9, en vertu du 


théorème 2 b. 1; done, la relation de(a—jy = (j— )~* fait correspondre 
[cs 

à jEG—0 un £E0. C'est le théorème L. On déduit d’une façon analogue le 

théorème de Gauss-Lucas à partir du corollaire 2 b. 1. 


7. APPLICATIONS A LA LOCALISATION. 


Hypothèses G.1 : H==E’ et E contient au moins deux éléments; 9 ~E, CE. 
Soit g'une application de l’ensemble A des parties finies non vides de E, 
dans Ÿ(E) satisfaisant à la condition : Pour tout AGA, ACg(A). Appelons 
« g. e. » toute partie & de E, telle que, quelle que soit la partie finie non 
vide Ade X, on a g(A) C &; posons : G= ensemble des g. e. de Ky. G est 
alors un A-demi-treillis complet, donc (dans la terminologie du paragraphe 6) 
un ensemble F sur E,, donc aussi un ensemble F sur tout surensemble de Ey. 
Particularisons maintenant ces hypothèses : 


Hypothèses G.2:E, = corps commutatif K; E—E'—K, ; M = partie fixe deK, 


(o, 1)E€M?; B= partie de P(K), définie comme dans E.5 (§ 3). B est alors un 
ensemble G (suivant G.1) sur K et un ensemble F sur K,,; donc, B est à la fois 
un S-ensemble sur K et un ensemble F sur K,,. Supposons maintenant que J,;—= K — 0 
et que o;(3) =(C —3)“*; uy a alors coincidence des d. e. de (K,,, B) et des h. e. 
par rapport à (o:)rer-0- 


Cela donne, pour A /inz, la généralisation suivante du théorème L : 


LL 
Tnéorëme 3. — Sz (sous les hypothèses G.2) 1: EM, Di 1 et le d. e. 9 contient 
; 11 
les n éléments a;(<w), les deux assertions suivantes sont vraies : 
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a. S EEK, — 9, tous les zéros de la fonction de z, 


n 
\ 


Dele at ate 


{1 


sont contenus dans 9. 


b. La relation 


Dpt — w= (6-8) 


= 1 
fait correspondre à chaque élément CEK — 4 un élément 5 €4. 


Corottame 3.1. — Si, de plus, w &0, alors 0 contient toutes les racines de 
l'équation en C, 


an 
#3 
(€) Sd u(6— ayo. 
vad 
Cela généralise le théorème de Gauss-Lucas énoncé pour les d. c.; l'énoncé 
pour les polygones se généralise par l’évident ; 


CoroLLAIRE 3.1.1. — L'intersection des d.ec.3w qui contiennent tous 
les a(t =1, ..., n) contient toutes les racines de (¢). 


Dans la suite, nous nous contenterons d’énoncer les résultats analogues au 
corollaire 3.1, les énoncés analogues au corollaire 3.1.1 étant évidents modulo 
les premiers. 3 ; 

Soit K un corps commutatif. On notera p sa caractéristique et l’on utilisera 
la terminologie et les notations du paragraphe 3 et de G.1, G.2. Soit B—T,. 
L'application A > P(K), définie par A( €A) + enveloppe p-convexe de A, est 


une application g; Ty vérifie done les hypothèses de G.2. Supposons en plus 


que K est algébriquement clos, et désignons l’ensemble de ces hypothèses 
par G.3. Le théoréme 3 entraine alors le 


THÉORÈME 4. — Si, dans les hypothèses G.3, &(3) est un polynome de degré n 
[n Ao (mod p), st po; n quelconque, si pol], à coefficients dans K, 


tout d. e. w contenant tous les zéros de &(3) contient également tous les zéros de 


sa dérivée formelle &' (3). 


COROLLAIRE 4.1. — St, dans les hypothèses du théorème 4, 0 est un d. e. Pw ne 
contenant pas tous les zéros de w'(z), K— 0 contient au moins un zéro de &(z) 
(« lemme F »). 


Le théorème 3 a entraîne le 


CoroLLAIRE 4.2 (théorème de Laguerre). — Si, dans les hypothèses du 
théorème 4, 0 est un d. e. contenant tous les zéros de @(s) et EEK — 0, 0 contient 
tous les séros du polynome Q(s)=na(s) —(s—£)a'(z). 


SS 
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COROLLAIRE 4.2.4. — Si, dans les hypothèses du théorème 4, 0 est un d. e. ne 
contenant mo ni la totalité des zéros de Q(s)=no(z)—(s—&)a'(s), 
K — 0 contient au moins un zéro de @(z) («lemme B »). 


Quand (K,,, B)=(G,,, Be), le théorème 4 est celui de Gauss-Lucas, et les 
lemmes F et B sont resp. dus a Fejér [40] et a Ballieu [ads 
Note. — Soit po; existe-il une généralisation de la notion de d. e. 


permettant d'étendre la validité du théorème 4 à tous les polynomes de degré n, 
n= 0 (mod p)? Non. Exemple : le polynome z*— 1. 


8. Le PROBLÈME DE Lanpau-MonteL. — Landau [63] a posé le problème suivant : 
Dans G, le polynome 


Dn (PEP a ay, Bae oT À dy, _ 5/4, 


à m + 1 termes non nuls, a-t-il toujours un zéro dont la valeur absolue ne dépasse 
pas un nombre o(m), ne dépendant que du nombre des termes non nuls de f(z)? 

Remplaçons dans cet énoncé « G » par « K,, », où K est un corps commutatif 
algébriquement clos, « dont ...o(m) » par « qui soit contenu dans le complé- 
mentaire d'un d. e. 0(m) ». Le problème ainsi obtenu a un sens; en voici une 
réponse : 


THÉORÈME 5. — Ajoutons aux hypothèses du théorème 4 l'hypothèse que, 
St p40, v; 40 et v; A1 (mod p) (t=—1,..., m—1). Alors, si0 est un d. e. ne 
= ù FSI; Vi Vm—1 7 . . 
contenant ni 0, nt l'élément — |... ); K—0 contient au moins un 
l'a Don Meet 


zéro de &, (2). 


Démonstration : &,(3)—1+23+a,3";le polynome 


Qs (5) = v1. BW. — SW, —=V1+3(M—1) 
, vy LA a Y La 
a le seul zéro rene Dans ce cas, le théorème 5 résulte du lemme B. 
Le 


Achevons la démonstration par récurrence. Supposons le théorème établi 
pour &;(3) et considérons 


\ 
! Dire Erie yin) 0d SPS Da | 
rives — ony, — y re 2% At. rs in), 
O1 (3) —YV}0) "4 30)+1 Vee = v; ¥), 44 Fe et 


Vv), 


\ 


x dun 


Le polynome entre parenthèses est le transformé par z= es 


polynome de la forme (x), c’est-à-dire d'un polynome vérifiant l'hypothèse 
de la récurrence. D’autre part, pour v, >1, 9 est un d. e. si et seulement 


spam : 0 est un d. e., en vertu du théorème 1. 
Vi 


Dans le cas classique, le théorème 5 rejoint le résultat de Ballieu ([7], p. 129) 
cité dans le Rappel II, ci-dessous; si = 2, il améliore un cas particulier d’un 


résultat de Markovitch [69]. 


\ 
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Rappel II. — Landau et Hurwitz [63] ont résolu des cas particuliers du — 


problème de Landau. La première solution générale fut donnée par Allardice | 3]. 
La méthode de démonstration la plus féconde est due à Fejér ([40], utilisation 
du théorème de Gauss-Lucas ). 

Casabonne a donné (Selecta Paul Montel, p. 204) une démonstration intéres- 
sante de la partie qualitative du théorème d’Allardice. Montel a montré, dans 
un Mémoire fondamental [78], le fond du problème classique et l’a généralisé 
dans plusieurs directions; les nombreux problèmes posés par Montel furent 
étudiés d’une façon approfondie par plusieurs auteurs; on peut trouver des 
indications sur ces importants travaux dans Biernacki [ 11 ] ainsi que dans | 36] 
et [68]. En ce qui concerne le problème de Landau déjà cité, Ballieu ([7], 
p. 129) a obtenu une nette amélioration du théorème d’Allardice; le même 
résultat fut retrouvé, indépendamment, par Vythoulcas [116]. Une autre amé- 
lioration du théorème d’Allardice a été obtenue en 1950 par Markovitch [ 69]. 


_9. Porynomes APOLAIRES. — Sauf mention expresse du contraire, la significa- 
tion des lettres f, ©, g, g et F dans ce paragraphe n’aura-aucun rapport avec 
leur signification dans les paragraphes précédents. 


On supposera invariablement que le corps K est commutatif et algébriquement 
clos (sa caractéristique étant toujours notée p), et que les polynomes considérés 
sont de degré : 


quelconque, st p — 0; 
<P, stp Ao. 


Notation : C,— nombre des combinaisons simples des » objets pris À à À. 


Rappelons la définition des polynomes apolaires dans C : 
I () Spar Ay BY el g(s)=Ÿ CYS, 5" 
V=0 v==0 


sont dits « apolaires » quand leurs coefficients vérifient la relation 


n 
S(— 1 Qabiw= 0. , 


Cette définition se transporte dans K. 
Remarque. — La déduction de certains résultats bien connus liant les d. c. 


de G, et les polynomes apolaires, en particulier du théorème fondamental de 


Grace, n'utilise, en réalité, que des raisonnements valables dans nos hypothèses 
générales. 


Enonçons certaines des généralisations ainsi obtenues. 
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Notation : Les fonctions symétriques élémentaires des lettres z,, ..., z, 
nm 


seront désignées pan les lettrés-S,¢=21, 4, n), dans l’ordre Sar, À 
=1 


DAS ee ON posera Sp==1. 


THEOREME DE COINCIDENCE (Szegô, 1922, [106], p. 16). — Sorent Qu es Mn les 


n 


zéros du Sa TA) DC az” et (21, ...,%,) une solution de la rela- 


V=0 
mn 


tion Ÿ a,S,= 0 | notée (R)|. Alors, tout d. e. qui contient tous les à; contient au 
V=—=0 
moins un 3;. 

La démonstration est essentiellement la même que dans Montel ([ 85], p. 16); 
la seconde partie de cette démonstration se raméne au théoréme de Laguerre. 
La récurrence utilisée dans cette démonstration (et, implicitement, dans celle 
de [68 ]) nous a obligé de supposer n < p, sip +o. 


n 


Les z; du théorème précédent sont les zéros de g(z)=> Cy b, 2", où les 6, 


¥==0 
nm 


sont définis par S,—=(—1)’C%b,_,b,". (R) s'écrit alors : Sd (1) Cha, bn 
v=0 

_ par conséquent, f(z) et g(z) sont apolaires. Le théorème de Szegô revient donc 

a: Tout d. e. contenant tous les zéros de f contient au moins un zéro de g. 

La symétrie des hypothèses dans l’explicitation de cet énoncé entraîne la 
symétrie des conclusions; donc : Si les polynomes f(z) et g(z) sont apolaires, 
tout d. e. qui contient tous les zéros de l’un d'eux contient au moins un zéro de 
l’autre. 

Quand (K,, B)—(Gw, Be), c’est le théorème d’apolarité de Grace (1901, 
[85], p. 19: [113], p. 650; [36], p. 11: [68], p. 45). 


CoroLiaine. — Dans les hypothèses du théorème de coincidence, tout d. e. con- 
tenant tout les z; contient au moins un à; (Walsh, 1922, [4117]; [113], p. 652). 
« Classiquement », on démontrait souvent cela par le raisonnement suivant : 
sinon, il existerait un d. c. 0 contenant tous les z; et pas de «;, puisque QG, — 9 
est aussi un d. e.; il existerait done un d. c. contenant tous les à; et pas de 3;. 
Mais, dans (K,, B) le fait que 9 est un d. e. n'implique pas nécessairement 
que K,,— 4 soit un d. e. 


THÉORÈME DE COMPOSITION DES POLYNOMES (Szegé, [68], p. 47). — Sotent 


JG)=È Ces, al )=Ÿ ce Tyee Oe Sc; abus"; 


y=0, Vis 0 V=50 
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soient a; les zéros de f(z), B; ceux de g(3) et Y; ceux de q(s). Alors, tout d: e. qui 
contient tous les à; contient des a, tels que Y;:=—a,, B;(i=1, ...,n). 

Démonstration. — On applique le théorème de Grace aux polynomes f(z) 
et "g(— y, 3"); lesquels sont apolaires en vertu de l'égalité 


na 


¥ (= Cxa,(—1)"by = 0. 


v=0 


Les résultats fondamentaux de Grace et de Szegé furent exposés dans leurs 


Mémoires [ 43 | et | 106]. 


En 1947, de Bruijn [314] a fait la remarque importante que plusieurs théo- 
rèmes connus pour les polynomes peuvent être facilement déduits à partir de 
théorèmes du genre Gauss-Lucas-Grace, par une méthode uniforme. L'intérêt 
de cette méthode réside non seulement aux généralisations étendues, dans G, 
auxquelles elle a conduit de Bruijn mais, également, à ce qu’elle se prête à la 
généralisation algébrique, considérée ci-dessous et dans le chapitre IV. 

Les versions classiques des résultats cités ci-dessous sont dues a de Bruijn 
(loc. cit.) et constituent des généralisations de résultats contenus dans un 
remarquable Mémoire de Schaake et Van der Corput (1936, [105 |). 


nt 


THÉORÈME. — Sort m(3)= 9 as", PURE, Je: 0 un d.e., et A 


Vero NE 11 
une partie non vide de K. Si l’on a, quel que soit 3€0, f(s, ..., 3) EA, alors, 
3 E0(i=1,...,n)entraîne que f( 4, ..., 3,)EA. 
Démonstration. — On remarque, avec de Bruijn, que cela est un corollaire du 
théorème d’apolarité de Grace. 


n 


COROLLAIRE. — Soit o(2) => a,2, und. e., A=a(0), sE0, et £E0. Ona, 
alors, oh 
w(:) — es 
Démonstration : En effet, on a 
RDS AE A Reg TRES 


En 1955, Biernacki [12] a déduit du théorème de composition de Szegü, 


l'important résultat suivant, qui constitue, en quelque sorte, une réciproque du 
théorème de Gauss-Lucas dans G : 


« Supposons que tous les séros d’un polynome soient contenus dans un domaine À, 


borné, fermé et convexe. Soit aE A. Alors, 1° tous les zéros de f J(2) dz sont 
a 
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contenus dans le domaine fermé Y(A, a) contenant A et délimité par la courbe I, 
transformée par homothétie du centre a et de rapport 2 de la podaire de la fron- 
tière de A; 2° on constate aisément que la frontière de Y (A, @) est aussi l'enveloppe 
des circon férences qui passent par le point a et dont les centres décrivent la fron- 
wére de A. Le domaine Y(A, @) ne peut étre remplacé par un domaine strictement 
contenu dans Y(A, a). » 


En fait, ce théorème précise un théorème vrai dans nos hypothèses générales. 


5 a 
Soient : 9 un d.e. contenant les zéros a,, ..., «, de f(z) eae) Ce 


Vv=0 


Yas +--+» Yn les-zéros de h(2)—= at | f(s) dz (f ayant ici un sens purement 
0 
formel) B,, ..., 8, les zéros de 


: 3 Feu à 
ser | Gas ES Gy 


: (n +i)s 


v=0 


h(z) est donc composé (dans le sens du théorème de Szegi) des poly- 
nomes f(z) et g(s); 9 contient donc des éléments a, tels que y,=— 0, 6, 
(t=1, ...,n); donc, y;=(— 8,,)«,. L’ensemble (— @,,)9 est un d. e. D’autre 
part, les @,, sont les racines non nulles de l'équation (s-4+-1)"**=1, c’est-à-dire 
les n éléments — 1 + CAT 2,...,n-+1). D'où, le 


Tutorime 6. — SiO est un d. e. contenant les zéros %,, ...,%,, du polynome f(z) 
de degrén, chaque zéro du polynome h(s) = 3° se ; f(s) ds (intégration formelle) 


| . HA a ed ‘ 
est contenu dans au moins un des d. e. Lan VI )PG— 2, FR, NT). 


Le théorème 6 ne présuppose pas que 4 soit p-convexe ou que 0€. 


Rappel III. — Un corollaire célèbre du théorème de Grace est le résultat sui- 
vant de Grace (1901, [ 43]) [ retrouvé indépendamment par Heawood (1907)] : 
Considérons dans G un polynome f(s) de degré constant n, à coefficients variables, 
qui a deux zéros distincts 3,, 3, fixes et les autres zéros entièrement arbitraires : 
Alors, 1° 3, et 2, déterminent un cercle qui contient au moins un zéro de f" (2); 


Zo — 2 T vi 
2° le cercle de centre = et de rayon ea cotg = est un tel cercle. 

Ce résultat « remplace » dans G le théorème de Rolle. (Mais, il n’est pas une 
généralisation de ce dernier. Dieudonné | 33 | et Favard | 38 a] ont donné des 
généralisations du théorème de Rolle pour des classes étendues des fonctions.) 

L'extension du théorème d’apolarité de Grace à K,, entraîne l'extension sui- 


\ 


l 


=. 
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vante du théorème de Grace-Heawood : Considérons dans K,, deux zéros distincts 
n n n 5 [at ‘ 
~~ 5 ' Es cos Mapes M 
de f(s) ras 21, 23: 410€, Dafsiies) — O0; MAIS, Sy, —+ = 0 est 


v=0 v=1 Nes 


une relation linéaire par rapport aux coefficients va, de la dérivée formelle f” (3) 
de f(z); elle détermine donc, à un commun multiple près, les coefficients d’un 
polynome g(z) apolaire à f’(s); les coefficients de g(z) ne dépendent que de 31, 
de z, et den; en fait 


+ 


es Sy M 
FEMME CR 


v 


vV=A 
Cy , NV 
= (— A à Ca} — 23) 2" [as — 5)— (42— 5)" J. 
D'où, le 


Tutorime 7. — Soit f(s) un polynome de degré fixe n ayant deux zéros dis- 
tincts 3,, 3, fixes et les autresm—2 zéros arbitraires dans K. Le couple z;, 
3, détermine alors complètement un ensemble de d.e., dont chacun contient au 
moins un zéro de la dérivée formelle f'(z) de f(z): cet ensemble est constitué de 
tous les d. e. qui contiennent toutes les racines de l’équation(z — 2, )" = (4 — 32)". 


On peut ([ 36], p. 12) énoncer le théorème de coincidence comme suit : Sin 
éléments z,,..., 3, de K vérifient une relation de laforme a,+-a,$,+...-+-a,S8,—=0, 
tout d. e. contenant z,, ..., 3, contient x éléments confondus en € et vérifiant 
cette relation. On en déduit le 


Taéorëme 8 (de Walsh [113], p. 652; [68], p. 46). — StL(a, ..., 3,) est 
une fonction symétrique des z;, linéaire-affine par rapport à chaque 5; et si le d. e. 
0 contient les éléments £,, ..., E,, il existe un élément £ € 4 tel que 


L(E, s shin) LE; ++) C). 
Walsh a tiré de ce théorème des corollaires très utiles: leur extension 


à (K,, B) est immédiate. 


COROLLAIRE 8.1. — St und. e. 0 contient «,, ..., 4, à chaque élément xEK 
correspond un élément «| = «(a)|€ 0 tel que 


[HE = 2) = (x — a)". 


CoroLLaRE 8.2. — Si un d. e. 0 contient tous les zéros d’un polynome f(z) de 
degré n et si cK, la réunion (ensembliste) des n d.e. 9+ Vc(i=1, ..., n) 
i 


contient tous les zéros de f(s) —c. 
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Application : is) = 3 + a, a le seul zéro — a,. Considérons 
P(s)= (3 + &)5 + a; 
si un d. e. 0, contient — a, eto, la réunion des d. e. Os; — 0, + ies Vas) (te 143) 
: vA 
contient tous les zéros de /, (z); chaque d.e. contenant tous les quatre 
éléments — a, — Vas = Va(i= 1, 2) est à la fois un 0,, et 0,,, donc il contient 
i 


tous les zéros de J>(s). Une récurrence évidente achève la démonstration du 


ThÉoRÈME 9. — Soit f,(s)=3"-+ a, 21 +, da. Chaque d. e. contenant 
tous les points de la forme 


fer Dh eae Es à 7 
CV PE Vu — Va Sue Vs, etes) Va. 


on ty ln in 


(les 7, décrivent, indépendamment les uns des autres, resp. les ensembles | 


{1, ...,/}), contient tous les zéros de FLED 


es ae By (Gu, Bc), un tel d. e. est un cercle fermé de centre O et de 


rayon > | a, P ; cela donne un théorème de Walsh ([36 |, p. 14). 

REMARQUES. — 1. Fe : (K,, B)=(G,, Be). Soient f et g des poly- 
nomes apolaires; désignons resp. par F et G les ensembles de leurs zéros. On a 
alors le théorème de Takagi ([ 107]; [68], p. 46) : Sc A,( DF) et A;( DG) sont 
des parties fermées convexes de G, alors Ay Qh Ag O. Ce théorème s’applique, 


en particulier, aux deux polygones qui sont resp. les MARS convexes de F 
et de G. 


La remarque évidente suivante (cas particulier d’un théorème de 
Carathéodory | 21 |) permet de préciser ce résultat : L’enveloppe convexe d’un 
ensemble fini E de points du plan est un polygone convexe dont tous les sommets 
appartiennent à E (démonstration par induction). 


Tutorime 10, — Dans les hypothèses du théorème de Takagi, 
(ApNnG)U(AgnF) 49. 


Le chapitre IV permet d’étendre cela à tout corps commutatif algébriquement 
clos de caractéristique 0, K [= K,(z)]. 


Le théorème 9 n’est pas la seule généralisation possible du résultat cité 
de Walsh; voir [124] et le paragraphe 10 du chapitre IV. 
3. La définition de l’apolarité de deux polynomes f(s) =[]G—«) et 
tot 


[12 


g(z) =] [( — f;) est équivalente à la condition : Il existe des éléments \;:eK 


i= 
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tels que f(@)=y iG 3)", Démonstration : Transcription de celle du cas 
i= 

classique ([ 85], p. 19). Il serait peut-être intéressant d'étudier les polynomes 

apolaires en partant de cette définition. 


4. Donnons à la situation qui se présente dans le théorème 8 sa généralité 
propre : Soient E et E’ des ensembles non vides, J un ensemble non vide 
J 
d'indices et « une application E'+ E’; notation : A= diagonale de E’. 


Daho — Une partie A de E sera appelée « 5. w. » si (A) = (A). 
L'ensemble des c. w. sera noté « W(c) ». 

Posons-nous maintenant dans une structure mathématique telle que les con- 
sidérations qui suivent aient un sens. (Exemple : la structure de corps algébri- 
quement clos avec des applications 5; appropriées.) Soient 5; des applications 
E x E’ > E’ et soit 


(a) S (33 (ais; (a7) pea) eer) = 93 


une équation en z (les «;; sont fixes). 

Considérons la fonction f et attribuons, pour un moment, une valeur fixe à z; 
considérons les «;; comme des variables, de sorte que 5; soit actuellement une 
fonction des «;;. S'il existe alors, pour chaque 7EI, un 5;.w. A; contenant 
tous les a;;(7EJ), on peut remplacer «;;, dans o;(; (x;;)), par certain fe Aj, 
le même pour tous les jeJ. Les racines de l'équation («) appartiennent donc à 
l’ensemble des racines des équations en 3, f(s; (a;(33 (o:(3: (%)))))ier) = 0, 
ou les ¢; décrivent, respectivement et indépendamment les uns des autres, 
les A;. 

Il peut arriver que (a) soit remplacée ainsi par un ensemble d’équations plus 
simples. Exemple : 


THÉORÈME DES COMBINAISONS LINÉAIRES DES POLYNOMES (Marden [68], p. 54). 
Soient o;(z)(t=1, ...,m) des polynomes des degrés resp. n;. Alors, si 0 est 


un d. e. contenant tous les zéros de a;( 2), les zéros du polynome f( 3) = hi9;(3), 


oe | — | 
m 


où i; 0, appartiennent à l’ensemble des zéros des polynomes D (3 — GG)", où, 


=] 


indépendamment les uns des autres, les C; décrivent resp. les 0:. 


- Dans les paragraphes 5-9, nous avons obtenu les « d. e. généralisations » 
d'u un certain nombre de résultats de la localisation. Dans la Lente de faire 


une « géométrie » des d. e. de (K,,, B), on peut aussi considérer ces résultats 
comme des informations indirectes sur les d. e. 
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CHAPITRE II. 


RAPPORTS DE LA LOCALISATION AVEC LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES. 


A’. — Quelques remarques sur les espaces vectoriels topologiques. 


1. PRÉLIMINAIRES. — Terminologie. — Les termes utilisés ci-dessous sont soit 
empruntés a Bourbaki, soit formés sur le modéle de ceux-ci. 


Corps ordonné = corps commutatif muni d’une structure d’ordre total compa- 
tible avec sa structure de corps. 


1. Soit E un ensemble totalement ordonné. Les réunions d’intervalles ouverts 
de E sont les ensembles ouverts d’une topologie sur E, notée &,(E); cet espace 
topologique est complètement normal (voir Birkhoff [14], p. 39; Bourbaki [18], 
chap. I, p. 17, chap. IV, p. 79-78 et chap. IX, p. 96). 

Soit K, un corps ordonné; un tel corps est nécessairement non discret. La 
topologie &,(K,) de l’ensemble totalement ordonné K, est compatible avec, la 
structure de corps de K,, qui devient ainsi un corps topologique. L’anneau 
complété K, de K, est un corps commutatif topologique complet, dont la topologie 
coincide avec By (K, ). 

Le corps K, est soit archimédien, soit non archimédien. Si K, est archimédien, 
il est un sous-corps de R et K,=R. 

Si K, est non archimédien, il est totalement discontinu et l'intersection des 
sous-groupes du groupe additif K,, engendrés par les voisinages de 0, est | 0}; 
alors, K, aussi est non archimédien, donc totalement discontinu. Puisque tout 
intervalle (a, b) de K,, distinct d’un point, est non connexe, il existe des 
parties de. (a, b) ne possédant pas une borne supérieure dans K,; done, il existe 


ausst des parties de (a, b) NK, ne possédant pas une borne supérieure dans Ky. Par 
conséquent, aucun intervalle de K, n’est compact; K, n’est pas localement compact. 


Il. Si l’on pose, dans K, : |a|—=sup(#, —a), ona 


| æ | =o est équivalente à x= 0; 
ry: 1 64 x , 
CN) Lay ised et læ+y|Z<|æl+|y| 
On dira que l’application | | est la « valeur absolue intrinsèque » de Ko, ou 


la « K,-valeur absolue de K, »; plus généralement, si / est un corps quelconque 
et si une application f:4>K,,, notée f(x) =|x|, a les propriétés (V), on 
dira que f est une « K,-valeur absolue » de # et, pour abréger, que £ est un 
corps « K,-valué ». 
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II. Soit G un groupe abélien totalement ordonné, non discret, noté additive- 
ment; on appellera « groupe achevé » et l’on notera G la structure algébrique 
obtenue par l’adjonction à G de deux éléments — et +, vérifiant les condi- 
tions : Pour tout a€eG, 


a+(+o)=(+0)+a=+0, a+(—«)=(—#)+a=>— 2, 
D) = 


(4-00) + (+0)=+0, (— © ) + (— — 0 et — Oat oO. 


L'ensemble des éléments positifs de G (resp. G) sera noté G, (resp. G,). 


Définition. — Étant donné un ensemble E, on appellera G-écart sur E toute 
application /:E < E > G, telle que, quels que soient les éléments x, y et s de E, 
ona | 


of (ay a) Say JC, e=fla,y) et S(QG DY Lies) +600 


Soit fun G-écart sur E; pour tout a > 0, posons U,= f(Lo, a]): lorsque a 
parcourt l’ensemble des éléments non nuls de G,; les U, forment un système 
fondamental d’entourages d'une structure uniforme sur E. On peut, par suite, 
poser la définition : Étant donné un G-écart f sur un ensemble E, on appelle 
structure uniforme définie par f la structure uniforme sur E qui a pour système 


fondamental d’entourages la famille des ensembles f(Lo, a]), où «a par- 
court G,—{o}. On dit que deux G-écarts sur E sont équivalents s'ils définissent 
la même structure uniforme. 

On peut maintenant aisément vérifier que plusieurs des propriétés connues 
des écarts sont, en fait, des propriétés des G-écarts. 


IV. Définition évidente de la G-distance. Un ensemble muni d'une G-distance 


sera appelé espace G-métrique. Il est facile de voir que ces espaces possèdent un - 


grand nombre des propriétés des espaces métriques ordinaires. 

Soit maintenant E un groupe abélien, noté additivement, et a — |æ|une appli- 
cation de E dans G satisfaisant aux conditions |— a|=|2|,|a+y|<|a|+|y| 
et |~|—=o équivaut à æ—o. La fonction d(x,y)—|x—7y| est alors une 
G-distance invariante sur E; la topologie © qu’elle définit sur E est compatible avec 
la stucture de groupe de K, et la structure uniforme qu’elle définit est identique 
à la structure uniforme du groupe topologique obtenu en munissant E de la 
topologie &. 


V. Définition. — Étant donné un espace vectoriel E (à gauche, par exemple) 
sur un corps commutatif K,-valué non discret k, on appelle K;-rorme sur E une 
application x + 9(a) de E dans Ky, satisfaisant aux conditions suivantes : 
(x) = 0 est équivalente à x = 0; p(x + y) Lo(x)+ (y): et o(tx) =|t| o(a). 

Si l’on pose d(a, y)=9(a—y), d est une K,-distance invariante sur le 
groupe additif E et définit sur E la topologie d’espace K,-métrique considérée 
dans IV; comme l'application (4, æ) > tæ est continue dans # >< E, la dite topo- 
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logié est compatible avec la structure d espace vectoriel de E. Sur ce sujet, voir 
aussi Krasner [53 |. 


Supposons que K, est complet et soient E un espace K,-normé sur un corps 
K,-valué non diseret, o la K,-norme sur E, E le groupe topologique additif com- 
plété du groupe additif E. La fonction (t, x) tx se prolonge par continuité 
4 £EXKE, et définit sur K une structure d’espace vectoriel par rapport à k; la 
K,-20rme © se prolonge par continuité à Ë en une norme 9 qui définit la topologie 
de Ki, 

Quand K,—R, les constatations précédentes rejoignent celles de 
Bourbaki (| 48], chap. IX). 

Le K;-écart est un cas particulier d'écart abstrait. (Voir Kurepa [60], 
Krasner [53]. Fréchet [41], Menger [77], Colmez [27] et les auteurs cités par 
ce dernier; nos K,-écarts illustrent l'intérêt des notions plus générales consi- 
dérées par ces auteurs. ) 


, 


Références générales pour les ensembles ordonnés et leurs applications : [ 141, 
[37 | et [66]. 

Nous renvoyons al’Appendice IH (qui forme, essentiellement, le complement 
de A’) pour certaines définitions et pour certains résultats qui, dans le cas ordi- 
naire (K,—R) sont contenus dans Bourbaki ([ 19], chap. I) et qui se géné- 
ralisent de façon immédiate à un K, quelconque. Les théorèmes tout à fait 
généraux pour les espaces vectoriels topologiques ne sont pas cités, puisqu'ils 
sont vrais indépendamment du corps des scalaires. Abréviation : evt = espace (s) 
(s) vectoriel (s) topologique (s). Le contenu de A’ et de l'Appendice III sera 
tacitement utilisé dans la suite. 


B’. — Rapports de la localisation avec les espaces vectoriels. 


2. Le TaéorÈME 2 (pu CHAPITRE IL) pour LES ESPACES VECTORIELS. — Le contenu du 
paragraphe 6 et des hypothèses G.1 ($ 7) est purement ensembliste; on peut 
done, en particulier, l'appliquer aux espaces vectoriels. 

Soient E un espace vectoriel sur un corps commutatif # et M une partie de 4, 
avec (0, 1)€M?; soit B l’ensemble des parties A de E telles que, pour toutr EN”, 


£ 7 5 SI “ 
l’appartenance des éléments a,, ..+, a, à A implique que D pra €A, pout 
(== 11 


7 


tout. un) & M tel que >» u;—=1. B est alors un N-demi-treillis complet. 
Soit © une surjection de E sur lui-même. On peut appliquer aux données 
{E, B, | le théorème 2a; corollaires évidents; par exemple, le résultat analogue 
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n 


au théorème 36 s’énonce : Si a= 1(u;EM) et st H est un h,. e. contenant 


t=) 
tous les a;(t=1, ..., n), tl existe EH tel que 


rn 


> 419 (21) = 9(&). 


= | 


3. TERMINOLOGIE ET NOTATIONS. — Adjoignons à # un élément o faisant de 
kU{o} un corps projectif k, et à E un élément w tel que, siaeKet ef — {o}; 
Ia 0 =D +a=w; Aw =; 38140, O2—=wW. 


Notation : E, = EU | w } muni de cette structure. 


Définition. — Une permutation f de E,,, définie par æ + f(£— x) où € est 
un élément fixe de E, sera dite invertive si l’on a: Pour tout (A, a)ek, < E, 
f(ra) =" f(a). On dira que fa le pôle €. 


Notation : o:(æ)— f(C— x). 


Conséquences. — a. Si LEE, aussi /(u.(C — x)) est invertive; en particulier, 
f(a—®) est invertive; b. o:(m) = 0; ¢. (0) =w. | 

Dans la suite, on supposera invariablement que K, est pythagoricien et 
que <a, y » est un produit scalaire tel que, pour tout(æ, y)EK,, <2, y>=ay. 


1 : s 
Notation : {x,æ> —|æx|.|æ|—o est supposée équivalente à æ—0o, de 
sorte, que E soit séparé. 


L'ensemble {æ:<{æ—a, b»=y}, où (a, b, y) est un élément donné de 
EXEX<K,, est un hyperplan. L'ensemble {x:<x— a, b >< y} enrichi d’une 
partie (éventuellement vide) de l’hyperplan précédent sera dit « demi-espace » 
(ceci élargit un peu la définition de demi-espace donnée dans l’Appendice III); 
on dira que l'hyperplan considéré ci-dessus est « l’hyperplan » d’un quelconque 
des demi-espaces correspondant au même élément (a, b, y). Cette définition 
entraîne que l’ensemble {x : {æ— a, b> < y} enrichi d’une partie quelconque 
de l’hyperplan déjà cité est également un demi-espace correspondant au même 
hyperplan que {a:<2—a,b >< y}. 

Considérons E,,. L’application 9,: 9,(a@)= EN TEE ears by est une permu- 
tation invertive de E,, de pole b; on l’appellera inversion de E,,. Notation : 
<~—b>*=<xr—b,x—by. 


Dérinirion 1. — Une partie A de E,, sera appelée « d. e. » de E,, si elle est soit 
un des ensembles O,E, E,,, soit telle que : 1° pour tout bEE — À, 9,(A) est 
K,-convexe, et 2° si A n’est pas Ky-convexe, wE A. | 
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On appellera « triviaux » les d. e. suivants : @, E, E,, E, moins un point 
et{æ},oùxeE.. 


Abus de langage : d. e. de E — la restriction à E d’un d. e. de E 
Notation : O(E,,)= ensemble des d. e. de E,,. 


we 


2 


Jusrirication. — Si l’on identifie les espaces homéomorphes K;,, et 
K,, = K,(z)U{w}, et si l’on pose B= ensemble des parties K,-convexes de K,,, 
on a D(K,,) = (K, B). 


Considérons les transformations de la forme 6,= a + hg, où (a, A)eExK, — fol; 
si l’on remplaçait, dans la définition 1, ©, par une quelconque des a, cela 
n’affecterait pas O(K,, ). 

Si les données du théorème du paragraphe 2 du présent chapitre sont 
(Es, M=K,,, 9, et H est un d. e.|, H est un k,,. e. (bE E— H) et, également, 
un h,,. e., dans les notations du paragraphe 6 du chapitre IT. Donc, le théorème 
énoncé dans le paragraphe 2 du présent chapitre est vérifié par ces données. 

Dans un espace K,-métrique quelconque, les ensembles {æ:}æ— a} <r} 
et {æ:|æ—a|<r}, où (a,r)EEXK,, est donné, seront appelés resp. 
« boule sphérée » et « boule non sphérée ». Ces termes sont dus a Krasner; 
ils permettent d’éviter la confusion avec les termes topologiques « fermée » et 
« ouverte » qui ne leur sont pas toujours équivalents. Dans le cas d’un espace 
ultramétrique Krasner appelle les boules sphérées (resp. non sphérées ) cercles 
circonférenciés (resp. non circonférenciés). |x:|a—a|=r'} est la sphère qui 
correspond aux boules considérées. 

Revenons maintenant définitivement aE, où E est muni de <a, yd, etc., et 
considérons la classe suivante des parties de E, : 


1° Les parties de E: @, E, les boules sphérées, les boules non sphérées, les 
demi-espaces d’équation< >» > o et ceux d’équation € >So; 
2° les complémentaires des ensembles de 1° dans E,,. 


Chaque élément de cet ensemble sera dit:« b. g. » (boule généralisée) de E,,. 
La frontière d’un b. g. sera appelée «s. g. » (sphère généralisée). 
Notations : B,(F) [resp. S;(E,)]—= ensemble des b. g. (resp. s. g.) de E,,. 
Abus de langage : La restriction d’un b. g. (resp. s. g.) de E, à E sera 
appelée b. g. (resp. s. g.) de E. 
Transformons A : <æ—a» <r? (resp. Sr?) par y = 9#:(x); on obtient 
ren 1)" 0,;, (esp. 0). 
D'où, la | 
Proposition 1. — Toute transformation 6: induit une permutation de B,(E,) 


[resp. S,(E..)]- 
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1. montre que B,(E,,) a par rapport aux transformations 6% la propriété essen- 
tielle que @(K,,, B) a par rapport aux homographies (chap. II, § 2). 


4. EXTENSION pu THEOREME DE Jensen A E. — Il est facile maintenant d'étendre 
à E un résultat classique de Jensen [47]. On raisonnera dans la structure affine 
de E. Soient a un vecteur donné, b un point donné et À un élément donné 
de K,. Considérons les points b+ Aa et b — ha: ils sont situés sur la 
sphère {æ:|æ—b|—|A|.|a|}. 


LS. 


Notations. — Si a et x sont deux éléments de E, on posera Pa(æ) “F Sohal 


et l’on appellera p,(æ) projection de x sur a; S= la sphère précitée, W = la 
boule non sphérée de sphere S. 
Considérons la fonction vectorielle 


NM I ee ADEME a — (b— ha) 
a Vi) <e2—(b+iha)>*  <ax—(b—iha) 52? 


définie pour æ<b+ Aa, b— ha; le signe de p,(f(æ)) est le même que le 
signe de 21=<a—(b+ Aa)>*< x —(b—ha)>* pal f(x)); or 
I=<xr—b, a>((xr—b>*+ Ma?) —2¢ha, a><æx—b, had. 
Posons <æ — b>* = }°a? + 6; alors, I= 6<¢ a —b, a>. Donc 


(1) {d>oet<Ka—b, a>>0} implique I> 0; 
(2) {d >oet< «—b, a> <0} implique I Lo. 


(1) et (2) montrent que I ne peut s’annuler dans le complémentaire de la 
réunion de Vhyperplan < x — b, a> =0 et de la boule sphérée WUS. 


Note. — Dans le cas particulier où E—R?, ceci fut démontré par Walsh 


([118], p. 10), dans le langage des « attractions et répulsions mécaniques ». 


de Gauss. 


\ 


Taiorëme (de Jensen). — Dans l’espace affine E sur K, (resp. sur R), soient a 


un vecteur donné non nul, c= k;a(\; EK,) une suite finie (resp. dénombrable) 


donnée de vecteurs et (b;) une suite donnée de points. Considérons les boules 
sphérées {x : |x — b;|<|¢;|} et désignons par E, le complémentaire par rapport 
à E de la réunion de ces boules; considérons maintenant l'intersection KE, de la 


famille de demi-espaces | a : <2 —b;, a> > 0 et l'intersection E, de la famille 


de demi-espaces |x:< x —b;,a>< 0}. Alors, (E, NE;)U(E, NE; )'ne contient 
pas de zéros de la fonction vectorielle | 


Ra 2—(bi+a) VE (be) È 
fie) Lene Reece 


4 iN a 
où les 6; sont des éléments de K,.. non tous nuls. 


PA 
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Demonstration. — En effet, pour tout x€E, NH; —s, 5, tous les termes de la 
somme considérée ont un méme signe. 
; Cas as : K=R’, tous les 6; appartiennent à une même droite, 
fie ie ee dl et 16-0 pour z>n. Sous ces hypothéses, notre 
théoréme donne le théoréme précité de Jensen, énoncé par lui dans [47] et 
démontré par Walsh. L’énoncé de Jensen ([47], p. 190) laisse supposer qu’il 
avait démontré son théorème non seulement pour les polynomes mais, égale- 
ment, pour certaines séries. 


D. APPLICATIONS CONVEXISANTES. LES THÉORÈMES DE Gauss-Lucas-PORTER ET DE 
Bocuer. — Revenons au cas d’un espace vectoriel quelconque E sur un corps 
ordonné quelconque K,. Terminologie ‘de ce paragraphe : K,-automorphisme 
de E (resp. de E,,)— automorphisme de la structure algébrique de E (resp. 
de E,,) induisant l’automorphisme identique sur K, (resp. avec © > ©). Appli- 
cation convexisante pour A = application E > E (resp. E,, > E,,), transformant 
la partie A de E (resp. E,,) en une partie Ky-convexe de E. Les cas qui corres- 
pondent à E,, seront sous-entendus ci-dessous. 

Les Ky-automorphismes de E préservent la K,-conveætté. Donc, st 9 est une 


permutation de EK convexisante pour A et st 7 est un K,-automorphisme de E, 
ausst tO est convexisante pour À. 


Soit (SAien)sepe.) une famille de familles de permutations de E,,; 0 désignera 
une partie de E telle que chaque f;(j €Jy) soit convexisante pour 0. On peut alors 
élargir l’ensemble donné des j ; en l’ensemble {+ f;}, 7 étant un Ky-automorphisme 
de EË, sans que cect affecte l’ensemble des 9. | 

Revenons définitivement à l'hypothèse que K, est pythagoricien et que E est 
muni du produit scalaire <x, y >. 


Dérinirion 2a. — Tout ensemble de E,, (resp. E) qui est constitué d’un b. g. A et 
d’une partie de la frontière de A sera appelé « d,. c.». Tout d,. c. qui est und. e. 
sera appelé « dy. €. ». 

L’intersection d’un d'. c. (resp. dy. c.) et d’une variété linéaire est un d;. c. 
(resp. d,. c.) dans cette variété. 

Considérons le cas : E—K;, f;= inversion 9; de pôle 7 et J,—K;—A, 
avec ACH,,. 

Toute inversion o; dont le pole n’appartient pas à un d,. c. donné est 
convexisante pour ce d,. c. et les propriétés qui découlent de ce fait se trans- 
posent au cas plus général des permutations 79¢ (7 désignant un K,-automor- 
phisme de K,,). Tel est, par exemple, le cas du théorème de Gauss-Lucas. 


Il suffit donc de faire la démonstration pour les inversions « géométriques » 
vee = is “ a ; À : : Re 
o= ~— Fu} Celles-ci se prêtent à un langage vectoriel simple. C était, au fond, 


(æ—Ë 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 4. 48 


376 S. P. ZERVOS. 

pour cette raison que, dans le plan complexe G, certains auteurs passaient aux 
5 F > ape sie DA ; 

relations conjuguées des relations algébriques de la forme ps (Ci— 3;) = 0, ete., 


et utilisaient ensuite l'interprétation mécanique introduite par Gauss ({113],[118]). 


Nous tenons compte ici de l’isomorphisme des groupes topologiques additifs 
K* et K, (2) et du fait évident : Siæ—Ë=— a + bi, 


x — a + bi : a— bi ———— os EE 
= Lies at aye i STE done (a + bi) ER 
<a—eé» a+b ( ) a? + b° Çæ—E£) 


Entre l’inversion géométrique © et l’inversion algébrique 5 il y a done la 
relation 5 — T9. 

D'où, la coincidence des d. e. de K$, et des d. e. de K,(t), (par rapport à la 
K,-convexité). 

Quand K,—R, on peut ainsi étendre aisément à R” le théorème de 
Porter ([ 68], p. 16) pour R?. Signalons, pour cela, l’évident : 


Lemme. — Si (x;), est une suite de vecteurs non tous nuls de R", telle que 


Pa(Z;) => 0 pour tout j, alors DR 0. 


f=0 


Ce lemme généralise les exercices | et 2 de ([68 |, p. 5,). Il permettait de 
démontrer directement le théorème de Gauss-Lucas pour R?, dans son énoncé 
relatif à l'enveloppe convexe des zéros, etc. ([ 68 ], p. 14). La situation estanalogue 
dans R”; soit, en effet, (x;). une suite de points de R" et A leur enveloppe 
convexe fermée; A est alors l'intersection des demi-espaces fermés contenant A. 
Soit II le plan qui est la frontière, dans R", d'un de ces demi-espaces, et æ un 


point du demi-espace complémentaire de ce demi-espace. La suite ea Li 


vérifie l'hypothèse du lemme, donc la somme de ses termes est =o. D'où, le 


Tutorime (de Gauss-Lucas-Porter). — Les zéros de la fonction vectorielle 


Li 7 
ses Er TES où x;ER", sont tous contenus dans l’enveloppe convexe fermée de 
JS 
l’ensemble des x). 


Dans le cas n=2, ceci démontre le résultat classique suivant de 
eae (L68], p. 16) : Toute région convexe (infinie) qui contient tous les zéros 

d’une fonction entière de genre 0, contient également tous les zéros de sa dérivée. 

Des résultats très importants furent obtenus dans cette direction par 
Arnaud Denjoy [32]. 


Nous allons étendre maintenant à K" un RER classique de Bôcher pour 
R°([68], p. 35). 
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Notations (Lis ], chap. VI, p. 40) : Si4+=la sphère unité dans R’, 


En (9, ...,0, 1), y= la projection stéréographique de æ; il n’y a pas de 
rapport nécessaire entre la signification des lettres F, f ci-dessous et leur 
utilisation précédente; m, CE Kom) O Ce a al). 


Tuéorème (de Bôcher). — Soir F(x) = D een ee aa DS f= > ss Wy 


= 
1 jz 


D ne O et ae X;) @ Seer Oe 
J=A 


Alors 1° le vecteur F(x) est tangent à S,_4, et 2° sa projection stéréographique 


est le vecteur ——2 + aa du IY) 


Démonstration. — 1° Il suffit de démontrer que 


l 
mse = £7) )\ rey 
<en=a | re 
j=1 

l 
donc, puisque dm; o par hypothèse, que 


Î=A 


AE ou ne) 


cela sera assurément vrai si, pour 7 —2, ..., 7, 


ele ed _ ele <ase), 
Ce a> Cena! 


ir; 


2 


mais cette derniére ég 


2° La démonstration est tout à fait analogue à celle du cas n= 3, exposée 


dans ([68 |, p. 36). 


En généralisant de façon évidente l'interprétation mécanique de Gauss à K°, 
on obtient la corollaire : Les points d'équilibre du champ sphérique se projettent 
sur les points d'équilibre du champ plan. Ceci généralise un résultat connu dans 
le cas K, =R et n= 3 ((68], p. 37). 

En correspondance avec Birkhoff-MacLane [45 |, signalons l’extension immé- 
diate au cas d’un corps des scalaires ordonné, pythagoricien quelconque : 
n° 9 du chapitre VIII (bases orthonormales); théorèmes 5, 6 et 7; n° 2 du 
chapitre IX (les groupes orthogonal et euclidien) de [15 ]. 

Tout espace K* (K, étant ordonné pythagoricien) sera dit « espace Ky-eucli- 
dien ». Si æeK?, tout système fondamental de voisinages de x possède une 


base totalement ordonnée (par l'inclusion ensembliste ). 


\ 
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11. CARACTERISATION INDUCTIVE DES D,. C. DE K} 


Ci-dessous, K, est supposé maximal. 

Tutorime 1. — Soit p un entier donné => 2 et n un entier ~p +1; soit ACK". 
Si toute section de A par une variété linéaire de dimension p est un d,.c. dans 
cette variété, À est un d'.c. dans le sous-espace vectoriel de K° qu'engendre A. 
Donc si A est de dimension n, il est un d,. c. dans K. 


D'où, une caractérisation inductive évidente des d,. c. de K*. 


Démonstration. — Notation : H,,;,— variété linéaire de dimension p + /. 


Supposons le théorème démontré pour n=p-+1, quel que soit p=2, et 
considérons le cas » — p + 2. Si, dans ce-cas, A est une H,,,, le théorème est 
évident; on peut donc supposer que A n’est pas une H,,.. 

Considérons alors l’ensemble ANH,,,, où H,., est arbitrairement éhitèles 
gardons fixe cet ensemble et considérons (ANH,.,)NH,, où H, déerit 
l’ensemble de toutes les variétés linéaires de dimension p de H,,,; chaque 
(ANH,:)NH, étant par hypothèse un d'. c. dans H,, ANH,,, doit être un 
d,.c. dans H,,, (en vertu de l'hypothèse pour le cas 7 — p +1). La variété 
linéaire H,,, ayant été arbitrairement choisie dans K?**, une seconde applica- 
tion du cas a —m +1 (avec m—p+1) montre que A doit être un d,. c. dans 
K?**. Une induction évidente achève la démonstration du casn=p-+/(/>1). 
Seul reste donc à démontrer le cas za — p +1. Il est un corollaire du résultat. 
plus fort que constituent les lemmes 1 a et 1 b démontrés ci-dessous. 

Signalons, tout d’abord, le fait suivant qui est souvent utilisé tacitement 
dans le cours du présent chapitre : Sovent dans K* (K, étant toujours supposé 


_maximal) B une boule (de dimension n) de sphère S, a un point intérieur à B 


et P une variété linéaire de dimension 1 qui passe par a. Alors, PNS £ O; 
plus précisément, P NS est une sphère dans P. (Proposition évidente dans le cas 
particulier où K, = R. ) 


Démonstration. — Le fait essentiel que cette démonstration utilise est que 
Ky(z) est algébriquement clos. Soit S (a@—¢;)? =r? ’équation de S et soit 


sent 
n 


a—=(@,...,4,); puisque a est intérieur à B, on a d(a— di) are 
1 
Considérons une quelconque des droites de la variété linéaire P qui passent 
par a; notons-la D et soient {x;=a;+ A;t (i=1, ...,n) ses équations. SAD 


n 
constitue l’ensemble des racines de l'équation (a+ A,t — ¢;)?=r*, done de 
i= 


DEC ci) + rt? — r= 0; si l’on désigne par /(£) le premier membre de 


==, | 
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cette équation, on a f(o)<To, et, pour des valeurs de t€K, assez , grandes en 
valeur absolue, f(t) > 0. Or, f(t) étant un polynome a bete dans le 
corps maximal K,, on peut a tle le théoréme de la théorie des corps 
ordonnés ([ 17], chap. VI, § 5, p. 39) qui affirme que, alors f/(¢) a au moins un 
zéro > 0. Le reste de la FAR est le même que dans le cas Ky = R. 


Lemme 1 a, — Soit A une partie, dont la frontière contient au moins nr + 1 points 
Xi +++ Asa, NON Contenus dans une méme variété linéaire de dimension n —1. 
* : , É ns > . Fe . / 
Hypothèse : 1° L’hyperplan H déterminé par ,, ..., a, coupe A suivant un d,. c. 
dans H,; 2° Tout plan P de dimension 2 qui passe par trois points-frontières de A 
coupe A suivant un d,. c. dans ce plan. Conclusion : A est und. ce. de K!. 


Démonstration, — Il est évident que tout point-frontière d’une section de A 
par une variété linéaire est également point-frontière de A. Réciproquement, 
tout point-frontière $ de A qui appartient à M est un point-frontière de ANU. 
Démonstration : Premier cas : La fermeture du d'. c. ANH est une boule de H. 
Alors, 8 ne peut pas être extérieur à ANH; car si l’on considère la fermeture A 
de A dans K*, ANH est la fermeture de ANH dans H, done c’est le d' c. qui 
coincide avec la fermeture dud,. c. AQ H (dans H); 5 devrait alors à la fois ap par- 
tenir (en tant que point-frontière de A) à ANH et non appartenir (puisqu'il 
est extérieur à À AH dans H) à ANH, ce qui est impossible. On va voir main- 
tenant que 6 ne peut également être intérieur à ANH (dans H). 


Soit P un plan quelconque de dimension 2 passant par &,,, et par une corde 
de ANH. Ce plan rencontre la frontière de ANH aux deux extrémités 2,, x, 
de cette corde. Or, comme P passe par trois points-frontières de A (41, æ 
et æ,), il doit couper A (et, également, A) suivant un d'. c.dans P; ANH 
contient alors assurément le triangle æ,4,,,æ,. Quand a, décrit la frontière 
de ANH, ce triangle décrit la surface latérale du cone convexe de sommet % 
et de base ANH. On appellera’ C, ce cone, qui est tout entier contenu dans A. 

Comme (PQAA)NH ne peut pas contenir des points extérieurs à ANH, les 
points-frontières de PA A qui sont situés sur H sont exactement les deux points 
où PNA coupe la frontière de ANH. Mais, alors, le d'. c. PAA (dans P) est 
nécessairement un cercle; par conséquent, si l'on stipule que 2,4 est 
au-dessus de H, PNA a des | points-frontières situés strictement au-dessous 
de H; soit «’ un d’eux. Le cone convexe de sommet ~’ et de base ANH est tout 


entier contenu dans A; appelons-le C.. 

_ C, UC, est contenu dans A et l'intérieur C, UC, de C, UC, est contenu dans A 
(on voit cela en considérant le triangle ouvert æ,%,,,æ, à la place du triangle 
fermé homologue). BEC UC, done il est intérieur à A, contrairement a 


l'hypothèse. 
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Deuxième cas : ANH est le complémentaire d’une boule de H. Démonstration 
analogue à la précédente. On pourrait d’ailleurs, se ramener à celle-cien consi- 
dérant les complémentaires dans K* et dans les variétés linéaires considérées 
chaque fois, des d;. c. respectifs. 


Troisième cas : ANH est un demi-espace de H. Soit D la variété linéaire de 
dimension n — 2 qui est la frontière de ce demi-espace. Tout point de D est 
point-frontière de A. 


Un point de H extérieur à ANH est également extérieur à ANH, donc il 


n'appartient pas à À, donc il n’est pas point-frontière de A. 

Supposons qu'il existe un point-frontière 6 de A qui est intérieur à ANH et 
considérons un plan P de dimension 2 passant par &,., et 6; ce plan coupe D 
en un point a, qui est point-frontière de A; donc ANP est un d'. c. Si ANP 
est un cercle, ce cercle coupe H et en un point (nécessairement point-frontière 
de A) non situé sur D; d’où, contradiction. Si, quel que soit P, ANP est un 
demi-plan de P, A contient le demi-espace ouvert de K° dont la frontière est 
déterminée par D et %,,,x, et B est intérieur a ce demi-espace; d’où, contra- 
diction avec l'hypothèse initiale. 


Comme dans ce cas D doit contenir tous les points-frontiéres de A situés sur H, 
D doit également contenir Oy, es Ans Mais, ceci contredit l'hypothèse que 


\ 4, ..., dx | est de dimension nr. Donc, ANH est soit une boule. soit le com- 


plémentaire d’une boule: 


Ans est point-frontière de ANP dans P, quel que soit le plan P de dimension 2 
qui passe par &,., et par les deux extrémités d'une corde de A NH. Démonstration : 
Soit ¢ un point intérieur de ANH et considérons les plans P qui passent par 
Gis Cb C. Si 4, n'est pas point-frontière de AMP, un point x. situé stricte- 
ment au-dessus (') de @,,, le sera, pour un plan donné P’. Comme x, EA, il 


a+t 


appartient à A NP, quel que soit P. Donc, le cone convexe de sommet «,,,, et de 
base ANH est tout entier contenu dans A; done 4,,, qui est intérieur à ce cone 
est intérieur à A, contrairement à l'hypothèse. 

Si est un point-frontière quelconque de A, on démontre de la même manière 
qu'il est point-frontière de tout d’. c. de dimension 2 qui passe par ce point. 


n+1 


, 


Considérons maintenant la sphère S de dimension x déterminée para,,..., anis. 
Tout point y de S est situé sur un plan de dimension 2 qui passe par «,., et qui 
rencontre AN _ (A NH étant actuellement un cercle de cette sphère), donc sur 
la frontière du d;. c. suivant lequel ce plan coupe A; done y est un point- 
frontière de A. Aucun point non situé sur S ne peut être un point-frontière 
de A; car ceci entrainerait que le plan de dimension 2 qui passe par ce point, 


— 
(1) Par rapport à H, sur la demi-droite ca, ,. 
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par %,+, et par un point intérieur à AQ H ne pourrait pas couper A suivant un 
d’. c. dans ce plan, contrairement à l'hypothèse. 
Done, S est la frontière de A. 


Lemme 1b. — Soit A une partie de K", dont la frontière F est un d'. c. de dimen- 
sion n— 1 (done F est contenue dans un hyperplan H). Hypothése : il existe une 
demi-droite 46, «EF et BEAN(K" — H), telle que la section de A par un plan de 
dimension 2, quelconque, passant par la droite a3, soit un d,. c. de dans ce plan. 
Conclusion : A est un d'. c. de K*; plus précisément, A est un demi-espace de K’.. 


Démonstration. — Puisque A n’a pas de points-frontières extérieurs à H, soit 
toute la demi-droite «3 est contenue dans l’intérieur de A, soit Ana se. 
termine par une lacune. 


Comme toutefois les d'. c. fermés de dimension 2 qui passent par «3 doivent 
étre, dans tous les cas, soit des demi-plans, soit des cercles, soit des complé- 
mentaires des cercles, le cas de la lacune ne peut pas se présenter; par consé- 
quent, tous ces d,. c. sont des demi-plans. Mais, alors F ne peut pas être une 
boule ou le complémentaire d’une boule dans H; donc le d’. c. F (dans H) coin- 
cide avec H. | 


Notes. — 1. Le théorème 1 ne s'étend pas au cas n = 2. 

2. Si A est de dimension n et si l'hypothèse du théorème | est vérifiée, il est 
immédiat que la frontière de A contient au moins n +1 points dont l’ensemble 
est de dimension ~~n —1; il suffit, pour le voir, de considérer n +1 points 
de À linéairement indépendants et les d’,, €. situés sur les plans de dimension 2 
qui passent par les droites que déterminent ces points. | 


12. CARACTÉRISATION DES D,. C. DE K°. CARACTÉRISATION PARTIELLE DES D. E. DE KY‘. 


Taéorème 2. — Dans K,, pour qu'un d. e. non trivial soit un d,. c. u faut et il 
suffit que sa frontière contienne au moins R +1 points, non contenus dans une 
méme variété linéaire de dimension n — 2. (Il est indifférent que lesdits points 
appartiennent ou non au d. e. en question. ). 


Démonstration. — Le nécessaire de la condition étant évident, occupons- 
nous du suffisant. Il suffit de montrer que tout tel d. e. A est un d,. c. On va 
voir ceci par induction. Supposons-le vrai pour 2<n—m — 1 et considérons 
le cas n = m. 

Premier cas : L'ensemble des m+1 points considérés est de dimension m. 
La variété linéaire L de dimension m—1 déterminée alors par m de ces points 
coupe A suivant un d'. c. dans L, en vertu de la définition des d. e. et de Vhypo- 
thèse de l'induction. Pour les mêmes raisons, tout plan de dimension 2 qui, 
passe par trois points-frontières de A coupe A suivant un d,. €. dans ce plan. 
L'hypothèse du lemme 1 a est donc vérifiée. 
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Deuxième cas : L'ensemble des m + 1 points considérés est de dimension mi — 1 
(done, contenu dans un hyperplan H). HAA est alors un d,. c. S'il existe un 
point BEA extérieur à H, et si l’on considère les plans de dimension 2 qui 
passent par la droite qui joint 8 à un point de HAA, on voit que l’hypothèse du 
lemme 1b est vérifiée. D'autre part, tout d. e. contenant plus d’un point est de 
dimension n: en effet, toute partie de H qui contient plus d’un point se trans- 
forme par une inversion de pole extérieur à H en un ensemble non K,-convexe. 

On est ainsi ramené au cas n=2, qui doit être démontré directement; posons- 
nous done dans K* et considérons un d.e. A dont la frontière contient au moins 
trois points. | 

On peut toujours supposer que A est K,-convexe et borné (et, en particulier, 
que © &A). En effet l’isomorphisme des groupes topologiques K; et K,(c) 
applique biunivoquement les d. e. de K;U {o } sur ceux de K,(7)Ujw }; on peut 
donc ici les identifier et, par conséquent, leur appliquer le théorème 1 du cha- 
pitre I. Considérons alors un d.e. non vide A(+ Kj) de Kj; si £€K, —A, 
o:(A) est un d. e. Ky-convexe; or, st @: (A) est und,.c., A doit également étre 
un d'. c., puisque les homographies transforment les d'. c. en d;.c. 

Revenons à A, où AHO, K;. Si A est constitué de K; moins un seul point, il 
est un d'.c. par définition. Dans les autres cas, A ne peut étre dense dans K?. 


En effet, pour £eK; — A, o:(A) devrait être à la fois K,-convexe et dense dans K*, 


ce qui est impossible pour toute partie de K; autre que K; lui-même. Il existe 
donc & tel que €K? — A; 9;(A) est alors K,-convexe et borné. 

On a déjà vu que tout d. e. A de K, qui contient plus d’un point est de dimen- 
sion 2. Or, dans K°, tout ensemble K,-convexeT de dimension 2 est d'intérieur non 


vide. V et V sont alors eux aussi K,-convexes. (Démonstration évidente.) 


Si À est und. e., aussi À est un d. e. En effet, Ki— A CK} — A et 9;(A)=9;(A). 
Il suffit donc de démontrer le théorème pour les d. e. fermés. 

Étendons maintenant aux parties étoilées (par rapport à un point) de K; la 
définition de la « coque » donnée dans ([18], chap. VI, p. 44), en tenant compte 
du fait qu'il peut exister ici des intervalles sans extrémité. \ 

Si A est Ky-convexe, sa coque par rapport à un point intérieur x, de A coincide 
avec la frontière de À et est, par conséquent, indépendante du choix particulier 
de x,. Démonstration : g = coque de A. 

Si re A, tout point de l'intervalle ouvert d'extrémités x, et x, est point inté- 
rieur de A(voir Appendice II, §2, prop. 15); l'intervalle I qui est l’intersec- 
tion de A et de la demi-droite 2,2 est done constitué de deux intervalles consé- 
cutifs 1, et L,, où LL=In À et L est l’ensemble des points-frontières de A que 
contient J. Tout revient donc à montrer que si I, 0, J, est constitué d'un seul 
point. Supposons, pour le voir, que I, contient deux points distincts CC A 
Comme +, € A, on peut prendre sur une droite 4 x, x passant par a, deux points 
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%1,%5, Situés de part et d’autre de æ,, avec a, € À (i— RE A étant K,-convexe, 
chacun des deux triangles fermés a, Ba», %, B'«, est alors contenu dans A et l’un 
d’eux est contenu dans l’autre; donc, l’un des points 8, 8’ appartient a A, 
contrairement à l'hypothèse. | 

On peut done alors parler de « da coque » de A. Tout homéomorphisme f 
préservant la K,-convexité d’un ensemble A, transforme sa coque en celle de f(A). 

Soit A l’ensemble des demi-droites d’ origine x, et soit dpa, une droite 
donnée. L’ordre des points de d induit un ordre (total) sur le sous-ensemble 
de A dont les éléments rencontrent d; cet ordre se prolonge, de façon évidente, 
à A tout entier; de là, on définit un sens de parcours sur la coque g de A. Quand 
on considérera un « are» de cette coque (c’est-à-dire, une partie de cette coque 
en correspondance biunivoque, au moyen de A, avec un arc de longueur 25 
du cercle unité de centre æ,), on supposera toujours qu’il est décrit dans le sens 
de parcours précité. 

On suppose ci-dessous que A est fermé, borné et K,-convexe et que sa coque q 
contient (au moins) /rois points distincts %,, % et 4. On peut alors supposer 
qu'au moins un des arcs 44,03, 430%, et 43410, de g, n’est pas un arc de 
cercle; sinon, A serait un d'. c. et la démonstration serait achevée. 

Supposons, par exemple, que ~,%,«, n’est pas un arc de cercle; soit y la cir- 


conférence (de cercle) qui passe par a: (1— 1, 2, 3); notation: a, aa; — arc 
de y correspondant à l'arc a, x, «, de gq; l — cercle fermé de coque y. 
Deux cas peuvent alors se présenter : 


° l' CA: Au moins un des arcs a, a, %%3, 4, a, possède alors des points 
extérieurs à [; supposons, par exemple, que c’est le cas de a,a, et que 
dEuNK;—T,et considérons l’inversion 9,,. 6, (T1) est un demi-plan fermé 
ayant pour frontière la droite 9,,(7), #4, (A)3 0,,(0), les points @,.(œ), pa, (a) 
et 9,,(0) appartiennent à la frontière de 9,,(A) et 9,,(¢) est à distance finie 
Ao de 9,,(T). Done, 9,,(A) n’est pas K,-convexe. 

Soit maintenant z un point qui s'approche de «, en restant extérieur a A. Si z 
est assez proche de a, 9,(%;)(t=1, 2)[resp. o.()] est aussi proche qu'on 
veut de 9,,(«,)[ resp. 9,,(¢)|, tandis que, dans toute partie bornée de K; choisie 
d’avance, 9,(7) est aussi proche qu’on veut de 9,,(y). 

o.(A) est, par conséquent, non K,-convexe. 


2° Il existe des points de Y extérieurs à À : Soit € un tel point. Supposons, par 


exemple, EE di, dy. g:(T) est alors un demi-plan fermé ayant pour frontière la 
droite 9:(y) et les points ®:(x) (¢=1, 2, 3) appartiennent à la frontière de 
(A) (fig: 1). 


La K,-convexité de g;(A) implique que le segment o:(œ ) pe( os) (a) soit 
contenu tout entier dans œ:(A). Le seul cas concevable est alors celui où ce 


Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. 49 


384 S. P. ZERVOS. CL \ 
segment est tout entier constitué de points-frontiéres de 9;(A); mais, cela 
implique que ACT et que aa; coincide avec 4,4 04 (fig. 2). 


Soit 8 un point de oi, bas, distinct de «;. Si lon considère alors 9g (A), 
: (aa) ne coincide pas avec le segment (a1) Og(%2) et contient des points 
situés à distance finie de ce segment (fig. 3). ue 

Soit maintenant y un point qui s'approche de B en restant extérieur à PUA. 
Un raisonnement tout à fait analogue à celui de 1° montre que pour y assez 
proche de 8, 9,(A) ne saurait être K,-convexe. 


Pela.) PElw3) Pet) 
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Fig. 3. 


Remarques. — 1. M. Bouligand nous a suggéré d’étudier le probléme ana- 
logue (rapports des « d. e. » et des « d;. c. ») pour un espace sphérique S” 


n+l 
S" s’obtient comme l’ensemble des points vérifiant ba dans K°*° |}; 
| VÆ1 | 
démontrer le théorème analogue au théorème 2 dans S” et en déduire de celui-là 
le théorème 2 pour Kk‘, en utilisant la projection stéréographique de S” sur un 
hyperplan de K{™'. Un des avantages de la démonstration de M. Bouligand est 
qu on n’a à considérer que des ensembles bornés dans S". 


La notion suivante de « convexité » remplacera dans S” la K,-convexité 
ordinaire : Une partie A de S” sera dite « convexe » si, (a y)€A? entraine que 
le plus petit arc du « grand » cercle xy (un des plus petits arcs s’il s'agit d’une 
demi-circonférence) («grand cercle xy» = cercle de centre O, situé sur le plan 
de dimension 2, Oxy, passant par æ et par y) soit contenu dans A. 
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Ow peut appliquer alors des raisonnements analogues aux précédents. 
La remarque de M. Bouligand montre que la notion de d. e. considérée et sa 
propriété fondamentale (th. 2) sont en liaison avec les espaces sphériques S”. 


2. Quand K, =R, la frontière d’une partie K,-convexe de K” d'intérieur non 
vide contient une infinité de points, non contenus dans une même variété 
linéaire de dimension n — 2. D'où, le 


CoROLLAIRE 2. 1. — Dans R", les notions de d.e. et de d,.c. coincident. 


3. En ce quiconcerne les d. e. fermés de K°, on peut remplacer, dans leur 
définition, la condition que ¢(A) soit K,-convexe par la suivante : 

St (x, y)E (A) < 9-(A), une partie du segment rectiligne [ x, y | partout dense 
dans [x, y | est contenue dans g-( A); cas particulier : (A) est F-convexe, F étant 
un sous-corps de K, partout dense dans K,. 


4. Walsh ([1181, p. 62) avait déjà trouvé, par une voie différente, le résultat 
suivant : St À est un ensemble fermé de R?(R? étant identifié à C) tel que pour 
toute triple (31, 32, §) avec | 3, EA, 3, E A et FEA} il existe FEA vérifiant l'équa- 


. 1 2 cus OS : + A 
tion — — — » alors À est une « région circulaire » (un d. c. fermé). 


parma) = 69 &—& 


2 > 


La condition imposée à À implique que la condition de la remarque 3 soit 
vérifiée par o:(A). 


13. CARACTERISATION DES D. E. DE FRONTIÈRE NON VIDE DANS K;,. — Adjoignons à 
_ l’ensemble des b. g. l’ensemble des images par les transformations 0, (notations 
de la proposition 1) des cônes maximaux, au sens de la définition du paragraphe 2 
de l’App. III. L'ensemble ainsi obtenu sera noté B; et ses éléments seront 
appelés « b*. g. ». 


Dermition 26. — Toute partie de L,, (resp. E) qui est constituée dun b*. g. A 
et d’une partie de la frontière de A sera appelé « d'. c.». St und’. c. est und. e. 
(cela dépend uniquement de la frontière du d'. c. considéré), i sera appelé 
Ca! ARE 


Taéorème 26, — Soit E— K'. Dans E,,, les notions de d. c. et de d. e. de fron- 
tière non vide coincident. 


Démonstration du cas n—= 2. — Tout comme dans la démonstration du théo- 
réme 2, il suffit de démontrer le résultat pour un d. e. AK,-convexe et borné. 
D'autre part, les seuls cas qui ne rentrent pas dans la démonstration du théo- 
rème 2 sont ceux où À a, exactement, un ou deux points-frontières dans K,,. 
Rémarquons, tout d’abord, que, dans chacun de ces cas, il est indifférent de 
supposer que À contient ou non lesdits points-frontières; en effet, leur adjonc- 
tion ou élimination n’affecte pas la propriété de 9:(A) d'étre K,-convexe, pour 
{&E —A. On suppose ci-dessous que le point-frontière a de A n'appartient 
pas à A. 
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1° A possède deux points-frontiéres, a et b; on peut supposer que DEA. — 


Considérons o\(A). Puisqu’il est K,-convexe et sa frontière contient , il 
existe une demi-droite d d’origine 9,(b) qui soit contenue dans 9,(A). 

Considérons maintenant l’ensemble A des demi-droites d’origine 9,(b) conte- 
nues dans 9,(A) et ordonnons-le par l’un des ordres totaux induits par les deux 
sens de parcours d’un cercle de centre 9,(b); AFE,, puisque v,(b) est un 
point-frontière, et A < @, puisque d&A. Alors, l'absence des points- frontières 
de 9,(A) à distance finie autres que 9,(b) implique la non-existence d éléments 
extrémaux de A. 9,(A) est, par conséquent, la réunion d'une famille d’« angles » 
K,-convexes de sommet 9,(b). Or, si un tel ensemble o,(A) n’est pas un cône 


maximal de sommet 9,(b), il n’est pas un d. e., car une inversion de pôle. 


E&E — #,(b) le transforme en un ensemble non K,-convexe. 


2° A possède un seul point-frontière a. On a déjà supposé ag A. 


En considérant 9,(A), on voit alors qu'il doit être la réunion d’une famille 
de demi-plans dont les plans-frontières sont parallèles ; démonstration essen- 
tiellement analogue à la précédente. 

L’extension de la démonstration au cas général est aisée. On utilisera le fait 
que, si A est un d. e. de Kj}, ANP est und. e. de P, quel que soit le plan P de 
dimension 2, et l’on considérera 9,(A), « étant un point-frontiére de A avec 
a € À. , 


Remarques. — L'examen des définitions 1 des chapitres II et III et des démons- 
trations des paragraphes 7 et 8 de ce chapitre montrent que le role particu- 
lier du point w est apparent, dans le sens que cette particularité cesse d’exis- 
ter si l’on se place dans un espace sphérique S”, comme nous l’a suggéré 
M. Bouligand. 


2. La démonstration donnée ci-dessus au théorème peut être formulée de 
façon à couvrir aussi le cas du théorème 2. 


Q. APPLICATION DU THÉORÈME 2b A LA DESCRIPTION CONCRETE DES D. E. D'UN CORPS 
COMMUTATIF ALGÉBRIQUEMENT CLOS, DE CARACTÉRISTIQUE ZÉRO — Soit F un tel corps. 
Son sous-corps premier P est isomorphe au corps des rationnels Q; on peut 
donc munir P de l'ordre de Q. La théorie des corps ordonnés d’E. Artin et. 
O. Schreier ([111]), t. 4, p. 225; [17], chap. VI, p. 31) montre alors (dans la 
terminologie de [17]) qu'il existe un corps Ky, contenu entre P et F, avec les pro- 
priétés suivantes : 1° On peut prolonger à K, l'ordre de P, de façon à obtenir un 
corps ordonné K,; 2° K, est alors un corps ordonné maæimal; et 3° F =K,(i), 
ou wvt-1=0. | 

( Voir, en particulier ; [111], t. 1, p. 230, th. 7e et [17], chap. VI, théorème 
d'Euler-Lagrange.) 
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Ci-dessous, K, désigne toujours le corps ordonné maximal en question. 

K,, muni de la topologie-produit G, (K,) < 8, (K,), est un evt que nous 
avons déjà étudié, ainsi que l’isomorphisme des evt (sur K,) Ki et K,(z). On a 
vu que les d. e. du corps topologique (ainsi obtenu) Ky(z) coincident avec les 
d. e. de l’espace K,-euclidien K?. Le théorème 26 donne alors le 


CoROLLAIRE 2.6.1. — Les notions de d. e. de frontière non vide, du corps topo- 
logique K,(t) et de d. c. de l’evt K? coincident, dans l'identification des evt K° et 


K,(i). 


Cette description simple des d. e. de frontière non vide, enlève une grande 
partie de leur mystère aux d. e. d’un corps commutatif algébriquement clos de 
caractéristique 0. 


CHAPITRE IV. 


LOCALISATION DANS UN CORPS COMMUTATIF ALGEBRIQUEMENT CLOS, 
DE CARACTÉRISTIQUE ZÉRO. 


1. DÉFINITION DES ANGLES ET DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES DANS K°. — K, est 
un corps ordonné pythagoricien. Les evt K} et K,(z) seront identifiés, dans la 
suite. On utilisera des coordonnées «K,-cartésiennes » dans K° et l’on appellera 
axe « K,-réel » l’axe des x et axe « K,-imaginaire » l’axe des y. Pour abréger, 
on supprimera « K, » dans les « K,-termes » toutes les fois qu’il n’y a pas de 
danger de confusion. Il sera sous-entendu donc, dans la suite, que le « plan 
complexe Oxy » considéré est un plan K,-complexe. 

Considérons la circonférence (r): x? + y?=r?(r > 0), la droite x =c(e >0) 
et le faisceau F des droites passant par 0; munissons l’ensemble des points de 
la droite de l’ordre total induit par l’ordre de l’ensemble D des ordonnées de 
ces points, c’est-à-dire de l’ordre de K,. La correspondance biunivoque entre D 
et F — {Oy}, établie par le point d’intersection d’une droite, qui parcourt F, et 
de D (l’existence de ce point d’intersection est assurée par le fait que Ky est 
pythagoricien), permet de munir F — {Oy} d’un ordre total, de sorte que D et 
F — {Oy} soient isotones. 

L'ordre de F—{Oy} induit un ordre total sur l’ensemble des points 
æ+ y?= r? et x > 0; on peut prolonger cet ordre, de façon évidente, à la cir- 
conférence x? + y?=7" tout entière. Il est également évident qu’à chaque point 
de (r) correspondent deux ordres totaux opposés, définies de façon analogue et 
ayant ce point comme point initial (nous avons déjà utilisé, implicitement, ces 
faits, quelquefois, dans B’ du chapitre IT). 

_ On remarque, par ailleurs, que si l’on prend les circonférences de différents 
rayons dont le centre est O, les ordres qui y sont induits par le faisceau pré- 
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cédent des droites, sont, évidemment, semblables. D’un autre côté, il est clair 
que les ordres induits de la maniére précédente sur les circonférences d'un 
même rayon sont encore semblables, car on peut appliquer chacune de ces cir- 
conférences sur chacune des autres, et ceci sans changer la direction des axes 
des coordonnées, par une translation. 

Soit S l’ensemble des points de (r), muni de l’un de ces ordres, et considé- 
rons l’ensemble Z x S des éléments (j, s), totalement ordonné par la condition : 
Si Ja fo ON a (fay $1) (ns $2)5 Si Ji fe Cb 4 Sas ON A (Jar Sa) (Jas 82): 
ZXS sera dit le « recouvrement » de la circonférence S. Si x=(J, s) est un 
point de ce recouvrement, & —s sera dit son « point-support ». 


L'ordre que nous venons de définir donne un sens à la notion du « parcours 
indéfini » de (7), dans les deux sens, à partir du point fixe choisi. 


Derinition 1. — Soit ACZX<S. Si A est un intervalle de l’ensemble 
ordonné Z x S, A, muni de cet ordre, sera appelé «are de cercle ». Un arc de 
cercle strictement inférieur à une circonférence (resp. demi-circonférence ) 
sera appelé « c-are de cercle » (resp. « c'-arc de cercle »). 


Ainsi considéré A est un arc positif. Si l’on munit A de l’ordre opposé, 
il sera un arc négatif. 


Quand on considérera un arc indépendamment de son sens de parcours, on 
l’appellera « a-arc ». 

Considérons l'arc (x, 6) [où «= (ji, 5,), 3—(j:, 5: )EZ XS]. Il existe alors 
un et un seul c-arc positif (x, 8.) de même origine et tel que 8 et 6. ont un 
même point-support [autrement dit, si 8.—=(j., s.), on doit avoir s.=s, et, ou 
bien j.=j, et &%s,, où bien j/.=j, +1 et s.<s,]. Alors, (x, 8.) sera dite 
la « c-composante » de (x, B) et j;— j. sera dit le nombre de tours supplé- 
mentaires. 


Dérinition 2. — Tout are (A,, A,) (resp. e- ou c’-, resp. a-) d’une circonfé- 
rence de centre M et de rayon 1 sera appelé « angle » (resp. c- ou c’-, resp. a-) 
du couple ordonné (resp. ordonné, resp. non-ordonné) des demi-droites, ou des 
vecteurs MA,, MAy. Si (A, A.) est un multiple impair d’une demi-circonférence, 
ledit angle sera appelé « angle droit ». 


CONSÉQUENCE. — Les vecteurs MB,, MB, sont orthogonaux si et seulement si 
leur angle est droit. 


Démonstration — Rappelons que, deux vecteurs sont dits orthogonaux si 
leur produit scalaire est nul. Les vecteurs OA, et OA,, avec A, = (1, o) et 
A,=(0, 1) sont orthogonaux et forment un angle droit. Or, les transformations 
euclidiennes préservent l’orthogonalité et transforment les demi-circonférences 
en demi-circonférences. 


Comme toute transformation euclidienne est linéaire (puisqu'elle préserve 
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les distances), elle préserve les longueurs des vecteurs (o,1)et (1,0) et leur 
orthogonalité, elle doit donc être de la forme 


(E) ( WAL + MY + Lo 
| a= Oye = Boy = Vos 


OÙ (hs, &) et (By, 8.) sont orthogonaux et de longueur 1. 


Considérons maintenant les groupes des déplacements euclidiens du plan K;, 
c’est-à-dire les transformations (E) de déterminant 1. Si S et S’ sont des circon- 
férences de méme rayon, il est clair que toute transformation de ce groupe qui 
applique le centre de S sur celui de S’, applique S sur S’. Il est facile de voir 
par des considérations analogues à celles du cas K, =R que tout déplacement 
euclidien transforme un c-are de S en un c-arc de S! en préservant les relations 
d'inclusion. Il est également facile de voir que si, en plus, on se donne un point 
« de S et un point «’ de S’, il existe une et une seule transformation ¢ appli- 
quant S sur S’ et telle que sx — x. Alors, si (a, 8) et (’, 3’) sont deux c-arcs 
des cercles correspondants, on les considérera comme égaux si et seulement si 
l’on a, pour une telle transformation 5, 08 = 8’. Si(a, 8) et (x/, 8’) sont deux 
arcs quelconques de S, S’ resp., on les considérera comme égaux si et seulement 
si leurs c-composantes le sont et leurs nombres de tours supplémentaires sont 
les mémes. 

Si l’on considère les arcs d’une circonférence fixe dont l’origine est la même, 
l’ordre de leurs autres extrémités sur Z x S est le même que leur ordre d’inelu- 
sion, et l’ordre considéré des arcs d’origine « sur S est transformé par le dépla- 
cement o précédent en ordre des arcs d’origine «’= 54, qui leur sont égaux. 
Si (a, BczZXS et(x,8)CZ >*<S' sont deux arcs, on dira que (a, 8) < («, B') 
s’il existe un arc (a’, f)cZ <S' tel que B’< B et que (x, B)—(x', B'). Il est 
clair que cette relation d’ordre est préservée quand on remplace les arcs par 
des arcs égaux. 

Si deux ares de la même circonférence sont adjacents, la seule considération 
de leurs extrémités suflit pour pouvoir définir leur somme d’une façon raison- 
nable ; en effet, si «, 8, et y (x, 8, yEZ><S) sont leurs extrémités, il suffit de 
stipuler que (x, 8)+(B, y) =(@, y). 

Cette définition de la somme peut être étendue de manière à être préservée 
par l'égalité des ares. En effet, désignons par R[(«, B)] la classe des ares de 
n'importe quelle circonférence de rayon r égaux à (x, 8). On posera 
Ri (a, B)J<R[C&', B’)] si (x, B) x’, BY) (on a vu que cette définition est 
cohérente). Soit R=R[(a, B)]et R’= R[(a’, B’)]. Soit (3, y) Pare de la circon- 
férence S égal à (x', 8’). Alors, on posera R-+ R’=R[«, y)| et l’on voit immé- 
diatement que R-+R’ ainsi défini ne dépend pas du choix des représentants 
(a, BER et («', B)eR' et que les classes d'égalité d’arcs forment un groupe 
abélien ordonné par rapport à l’ordre et à l'addition ainsi définies. L’élé- 
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ment neutre de ce groupe additif est la classe des arcs nuls (25%), “et 
—R[(a, B)]= R[(B, «)]. On appellera R[(«, 8), considérée comme un élément 
de ce groupe ordonné | et qu'on notera d'une manière plus courte (a, By] la 
« mesure » de l'arc (x, B). 

Définissons maintenant les « nombres trigonométriques » d’un angle de 
la manière élémentaire (bien connue pour K,=R) au moyen du triangle 
rectangle, Dans le cas particulier d’un angle (OA,OB), où A=(1, ©) et 

B=(&;%); avec: Enr, cette degnidion donne cos(OA, OB)=6&, 
sin (OA, OB) =». 

Si l’on appelle 0 l’angle des demi-droites {(0, A Cores, (os Yo), (a1, a) }, 
les formules (E) s’écrivent 


" i a'= x cos) — y sin0 + x, 
te Ly'= x sin6 + y sind + yo. 


On déduit les formules (bien connues pour K,—R): 


cos (0, + 0,) = cos 0, cos, — sin 9, sin Is, 
sin (4; + §,) = cos 4, cos 4+ sinb, cos 4,, 


Notations : w= angle correspondant à une démi-cirebunisaee: : alors, 
cos (mw — 4) =sin 0, etc. 


Si l’on pose e(9) = cos 0+ zsin 9, ona 


e(0-+0')=e(8)e(0')’ et e(—0) =[e(0) 
D'où 
e(m@) =[e(0)|” (formule de « de Moivre »). 


Note — Bourbaki contient deux références ([18], chap. VIII, p. 100 et 106) 
à une autre définition des angles P(O PS2 droites) dans Ki, mais le cha- 
pitre IX de son Algébre, auquel il renvoit, n’a pas paru jusqu’a ce moment. 

Nos remarques ont été formulées, pour la premiére fois, dans l'exposé du 
9 mars 1959, au Séminaire Dubreil-Pisot. 

On va définir maintenant la division d’un angle par un entier 40. On suppo- 
sera ici que K, est ordonné maximal. 

Soit oC 925, 4=e(9) et s"= x. Cette dernière équation a m racines 
distinctes, situées sur |z|—=1; soient x, ..., %» dans l’ordre positif de cette 
circonférence, à partir du point initial (1, 0). 


Dirinit10n 3. — Soit m un entier 2. Alors, le c'-angle ((o, 1), x) sera appelé 
« angle À +», 
Bio évidente au cas d’un angle quelconque. 


Remarquons à présent que, dans la trigonométrie élémentaire de R?, seule la 
comparaison des ares des cercles de méme rayon joue un role essentiel; l’axiome 


/ 
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’ ~~ =< ee Co ee F , . ’ 
d’Archiméde, utilisé dans la théorie classique de la mesure des grandeurs, n’est 


pas nécessaire pour la déduction des formules usuelles de la trigonométrie. 
D'où, le 


THÉORÈME 1. — Les formules usuelles de la trigonométrie élémentaire de R° 
restent valables dans K,, quand K, est un corps ordonné maximal. 


Dans le reste du chapitre, on supposera toujours que K, est ordonné maximal. 


2. LE PRINCIPE DE L’ARGUMENT ET LE THÉORÈME DE Roucué. — On sait que la locali- 
sation des zéros réels des fonctions rationnelles réelles s'étend à tout corps ordonné 
maximal Ky (voir [111], t. 1, p. 228 et [17], chap. VI, p. 45). 

On va voir qu'il en de même pour l’extension de la localisation des zéros des 
fonctions rationnelles complexes à K, (<). En fait, la plupart des théorèmes de la- 
dite localisation qui ne rentrent pas dans nos généralisations des chapitres I, II 
et IIT sont des conséquences des propriétés des angles; celles de ces conséquences 
qui ne sont pas immédiates passent par le « principe de l'argument » ou par le 
« théorème de Rouché ». Il suffit donc d’étendre ces deux derniers résultats 
à K, (2); le dernier est d’ailleurs, conséquence du premier, tout comme dans le 
cas de G. 


Notations :K = K,(z); si —(E, &), Te: (@ —&1)? + (y — 6)? = 1. 


Notations : K = K,(z), I',,= la circonférence | 3 — 3,|—1. 


\ 

Soit I un intervalle [ x, 8] d’un ensemble totalement ordonné et o une 
application I->T; ayant la propriété suivante, appelée propriété (M) : il 
existe une décomposition de I en un nombre fini de sous-intervalles 
PORN mm) at (=, x, G) tels que, pour chaque », ¢ 
soit une application monotone de I, dans un c-arc (5(x,), 6(2,,1)) de F.. 

Considérons maintenant Z><T., où l’on notera o*(a)=(0, a(a)). Soit 
(o, y) l'origine des ares sur ZX<T. (en vertu de nos définitions, y est alors 
l'origine des ares sur F., et (0, y) << 9*(2)) et considérons le c-are (a(x), (x) 
_deT,,. On posera dans Z><T.,, 


Go" (a) = (0; g(a4)), si l'on a surf, o<(y, a(a)) + (o(a), o(a,))< 20; 
Or Nami PAC TOI si l’on a sur F., (y, s(a)) + (e(a), o(a,)) S20; 


enfin, 


o* (a4) = (—1, 7(%)), sil'ona sur F; (y, ¢(%)) +(o(a), s(a)) <o. 


Définition inductive évidente de o*(a,), pour v= 2, ..., m. De cette manière, 
l’arc (o*(a), o*(B)) de Z xT, est parfaitement défini. Cette définition s appli- 
quant aussitôt à tout sous-ensemble ordonné de I, donc aussi à tout sous- 
intervalle [«, à] de [«, 8], on a défini ainsi une fonction o*=I > ZT... 

Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fase. 4. bo 
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Notations : On notera encore w= f(z) et l’on utilisera deux plans distincts 
pour s=a-+ vy et pour 4 =u + ty; ces plans sont isomorphes à K° en tant 
qu’ evt et à Ky(z) en tant que corps topologiques ; K et K’ désignent resp. ces 
corps. I’ = circonférence u? + ¢?=1. 


On va appliquer maintenant ces considérations à la définition de la « variation 
de l'argument d'une fonction f:1-—> K! entre « et 8, suivant I», notée A, arg f(z). 


Hypothèse : 1° f(3) 4 0, quel que soit sE1; et 2° [application o(2) = aT 


de 1 dans I" possède la propriété (M). 
Si cette hypothèse est vérifiée, on désignera par A,arg f(z) l'arc (o*(%), o*(3)) 
de Z X I". 


Abréviation : Si a(x) est l’origine des ares dans I”, on raccourcira quelquefois 
« Aarg f(z) » en «arg f(z) ». 


Supposons maintenant que pour une méme décomposition (I, ) de I, fi, .…, fr 
sont des fonctions I > K’ vérifiant les hypothèses 1° et 2°. En vertu des défini- 


f 


tions et de la relation [Je Tr: (2e , on a alors dans chaque intervalle 


À —1 À=i 


de monotonie I, 


Ai, arg] JAG) ei Ar, arg f(x). 


| Re 


D'où 


(A) Ay arg | [A() = Ararg f(s). 


h=1 À 


Notations : L — une circonférence, dans K, de centre £; A — le cercle fermé 
qui a L comme frontière. 


Il y a lieu ci-dessous de prendre L pour l’ensemble totalement ordonné I du 
début; ce qu'il faut entendre par là, c'est qu’on considère L muni de l’ordre 
usuel où, de plus, il y a un dernier élément 8, de même point-support que «. 
Soit alors 3, un point extérieur à À. On a 


AL arg(z — %) = 0. 


_ Démonstration. — Les deux tangentes qu'on peut mener du point z, à L 
touchent L resp. aux points 7, et =. 
Si l’on considère l'application /:L + K’ définie par f(s) = 3 — 3), Papplica- 


. nant À +) 1 
cation o(s)= Tel est monotone dans chacun de deux c-ares (tte Par 


conséquent, o(z) décrit sur IY [ou, sur l,, si l’on voulait considérer {(s) et 


ASPECTS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZEROS DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE. 393 


a(Z) ¢ comme des applications L > a le même z-arc dans les deux sens. D’ou, 
l’assertion. 


COROLLAIRE. — Sous ces hypothèses, 


A; arg(z — 20) ‘= 0. 


Soit maintenant z, un point éntérieur de A. On a 


AL arg(s — 3%) = 20. 


Démonstration. — Divisons L en deux c-ares, de somme 25, au moyen de deux 


AE ee 
20 


points œu, %&. o(z) = Tene est monotone dans chacun de ces arcs et sa 
== Bip 
monotonie est de méme type dans tous les deux; o(L) est alors exactement une 
circonférence. D’ou, l’assertion. 
COROLLAIRE. — Sous ces hypothèses, 


A, arg(s — 2))—'= — 2%. 
Les deux corollaires se démontrent aisément au moyen de la relation (A). 


PRINCIPE DE L’ARGUMENT. — Soit f(z) une fonction rationnelle, C:(t=1, ..., W-) 
[resp. §&;=1, ..., v)| les zéros (resp. les pôles) de f contenus dans A; on suppose 
que L ne contient pas de zéro ou de pôle de f. Alors, A,arg f(z) existe et vérifie la 


relation 
ALarg f(z) = 20(p — v). 


Démonstration. — L’application f étant rationnelle et K étant algébriquement 
clos, f(z) se décompose en facteurs linéaires d’exposant +1 ou —1. 
e+ {2 ve 
ia) =a, | [—5)| [(z—&)-'; le second membre possède larg parfaite- 
t=4 ii 
Wee vey 


ment défini arga, + > arg(s—;)+ D'arg(z — 6)", en vertu de (A). D'où, 


l’assertion. 


Tuéorime (de Rouché). — Soient f(s) et (2) deux fonctions rationnelles, 
dont aucun pôle ou zéro n’est situé sur L; on suppose que, en tout point de L, 
o(3)| < [f(a 15 es vi(resp. lu, v:) sont les nombres des zéros et des pôles de f 
(resp. de f + +) contenus dans À. Alors, 


Pp Va Pa Vo. 


Démonstration. — D'après le principe del’argument, A, arg f(3) =20(p,—v,), 
A,arg(f(4) + 9(3)) = 25 (ua — v2). Il suffit donc de montrer que 


A.arg f= ALarg(f + 9). 
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En vertu de (A), cela revient à tar 7H Al donc aA ,arg(1 +4) =o 


wos I f ? reste toujours dans le demi-plan 


ouvert positif quand, 3 décrit +L); donc; A, arg — 0. 


n 


En voici une application du théorème de Rouché : Soi f(z) pee r un 


ta 


élément donné oz o, tel que f(z) 0 pour |3|—=r, + oO RS La circonfé- 


rence | z|—r contient alors au moins un point 3 tel pala 


v=0 


inégalité généralise l’inégalité de Cauchy, obtenue pour p=1 et Ky = R). 


p= p—1 
Démonstration. — 1° Cas trivial : dia, | — 0. D a,| 0. Alors, si pour|3|=r 
Ves 0 à fs 


ps p—1 


2° 3'| >| f(s)|, les paren ae AQ 3” auraient le même 


=p 
nombre de zéros dans le cercle | z|—7; or, ceci est absurde, car ))a, 3” = oap 
v=p 


on avait 


racines nulles. 


Taéorëme (de la « continuité » des zéros d’un polynome). 


Soit 

n Pp 
fG)=Yasr-a ls)"  axXo, 
v=0 Pi 
F (5) = (a+ 60) + (@14- &1) 3+... (Ana + En) 31 + ys” 
et soit 
o<ry<min|s,— z;| CP Shh SOMMES, BE 
Il eauste alors un élément e > 0 tel que, st|\¢;|~~<¢(i=0, ...,n—1), F(s)a 


précisément m, zéros dans le cercle C, de centre 3, et de rayon r,. Il suffit de 
prendre << 6,M,", où 


n—t 


P 
ES | By|)/ et PR | an | row Il dl sp 3|— ry) 


Î=1,j7 


“Cet énoncé est verbalement le même que dans Marden ([68], p. 14); il en est 
de même pour l'extension à K,(7) de la démonstration exposée dans ce texte. 


CoroLLAIRE C. — Hypothèse : G(s, w) — SACS) 2 m", 8,3) est un Poynome, 


v=0 


G(s, w) est ine éductible, En( 30) 0 et Wy est une racine m-uple de DPéqua- 


; pes PCR 
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tion G( 2, w) =o. Conclusion: Pour chaque cercle C,: | — |<< ¢ de rayon 
assez petit = > 0, il existe un cercle T;: | —3|<( 6, où S=d(e)> 0, tel que, 
pour tout point 2, 3, de T;, l'équation G(3, w)=0 a précisément m racines 
dans C. ; ces racines sont distinctes. 


Le corollaire C permet, en particulier, de définir localement, dans un voisinage 


du point non critique E, la « fonction algébrique locale » w(z), solution locale 
de GG) == 0, 


DÉFINITION. — On appellera « région » (resp. « 8.c.-région ») de Kj, une partie 
(ouverte) de K° localement homéomorphe (resp. homéomorphe) à un cercle ouvert. 


Notation : «s.c. » rappelle « simplement connexe ». 


3. LE PRINCIPE DU MODULE MAXIMUM ET LE LEMME DE Scuwarz. — Dans le cas des 
fonctions algébriques non constantes, on va étendre, ci-dessous, ces deux 
résultats classiques au cas de K,(2). 


Posons-nous dans les hypothéses du corollaire de la fin du paragraphe 2 
Supposons en plus que m= 1 et faisons correspondre à chaque 3€; la racine 4: 
de G(s, #) — 0; appelons f l'application [> C, ainsi définie. Soit o : f(T;) — To 

Pp 


l'application réciproque à /. Comme ona, d’autre part, G(z, ) = p,(#) 3%; 
v=0 

le corollaire précité implique que, si 9,(#)) 0, 3) étant une racine A-uple 

de G(z, #0) — 0, à chaque cercle assez petit F;,:|z—2,|Z0' correspond un 

cercle C.:|#— #,|-Ze/(d"), tel que, pour tout point #, 4 #, de C., G(s, #1) — 0 

a précisément À racines dans l;. Par conséquent, f est une application ouverte. 

Elle satisfait donc au 


PRINCIPE DU MODULE MAXIMUM. — Quel que soit le point intérieur z, de l’ensemble 


de définition de f et le voisinage V de 3,, tl existe CEV tel que | f(C)| > |f(&)|: 
La validité du principe de module maximum entraine la validité du 


Lemme (de Schwarz). — Soit 9(2) une fonction algébrique, définie 
dansT :|3|<1, pour laquelle tout point deV est point ordinaire, et soit f(z) = =9(2). 
Hypothèse : :€T entraine| f(z)| 1. Conclusion : 3 ET entraine | f(s) [2Z 3. S'il 


existe CET tel que | f(2)| = ||, (C2) = e*2(a réel). 
Démonstration. — Verbalement, la méme que dans ([9], p. 40). 


On peut aussi étendre aux fonctions algébriques de K,(z) les généralisations 
du lemme exposées dans Nehari ([90], p. 166) et Ahfors ([2], p. 110). 
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4. REPRÉSENTATION CONFORME. Homocrarmes. — Notons, en premier lieu, que 
dans tout corps muni d’une K,-valeur absolue et de la topologie définie par 
celle-ci, la définition classique de la dérivée d’une fonction s’étend de façon 
immédiate ; cela s'applique, en particulier, à K, et à K,(z). 

Employons maintenant des coordonnées homogènes dans K, et soit 
F(a, y, z)— 0 une équation homogène en æ, y et 3, définissant une « courbe » 
algébrique (ec). Extension immédiate à Ki des propriétés élémentaires bien 
connues (signalées, par exemple, dans [62], t. I, p. 6). 


: ‘ Pe hc oof OE Crane 
Un point de (c) sera appelé « ordinaire », si (S dl x) (0: 0,0) 


\ 


Les mêmes raisons que dans le cas classique justifient la 


. Derinition. — St (a, Yo, 30) est un point ordinaire de F =o, la droite 
oF OF or " À 
LS + y a + 3 Ja — © Sera appelée « tangente » de F au point (Los Je Bo). 


Les courbes algébriques forment un exemple de courbes possédant, en général, 
une tangente. 


Derinttion. — Soit A une région de K,(t) et soit f une application : A + K, (1). 
St f possède une dérivée finie en chaque point de A, on dira qu’elle est « régulière » 
dans A. On dira que f est « régulière au point 3,, s’il existe une région A32,, 
dans laquelle f est régulière. 


Exemple. — Toute fonction algébrique est régulière dans sa région de 
définition. | 

Taéorème (de l’isogonalité). — Les applications régulières conservent les 
angles. 


Démonstration : Évidente. ( Voir [9], p. 7.) 


Conformément à la terminologie des chapitres II et III, on appellera « homo- 
graphies » les applications que plusieurs auteurs appellent transformations 
« homographiques », ou « linéaires ». 

La partie suivante du livre [9] de Bieberbach s’étend immédiatement à K,(2), 
pourvu qu'on remplace les « fonctions analytiques » par les « fonctions algébri- 
ques, définies dans la région considérée » : [$ 2 (p. 13), § 6 (p. 50), sauf 
page 42 |. 

La première partie du premier volume du livre [22] de Carathéodory (p. 1- 
p. 83) s'étend à K,(z), sauf les définitions des longueurs des ares comme des 


limites, les formules intégrales qui leur correspondent, et, éventuellement, le 
théorème de Carathéodory cité à la page 24. 
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5. APPLICATIONS A LA LOCALISATION DES ZEROS DES POLYNOMES. — A titre d’exemples, 
nous citons ci-dessous certains résultats (bien connus quand K,=R), qui 
s'étendent au cas d’un K, maaximal quelconque. Certains de ces résultats sont 
méme valables dans des structures encore plus générales, considérées dans les 
chapitres I, II, IV. 

En général, les citations sont faites suivant l’ordre chronologique des Mémoires 
cités. 
à 


1. Conditions suffisantes pour qu’une équation Ÿ a, 3" = 0 à coefficients réels possède 


. V0 
des racines non réelles. 
Les conditions énoncées sous la forme ANUS An) Slo (ety UA) 
(P, étant un polynome en a, .. .,4,) restent, en général, valables. 


Exemples. — Le critère de P. Zervos, ainsi que sa méthode plus générale de 
démonstration par induction ([ 122], 1901) et son extension due a N. Petridis 


([98], 1949). 


2. Sur les modules des zéros des polynomes, par Paul Mowrez ([78], 1923). 


Tous les résultats pour les polynomes, dont les démonstrations sont contenues 
dans. ce Mémoire fondamental, sauf peut-étre le théoréme du paragraphe 13, 
restent valables. 

En ce qui concerne le paragraphe 11, la démonstration de Montel s’étend 
à K,(z), si l’on change comme il suit la démonstration du lemme 

St|a,|_<|a;|(t=1, ..., p) et, st|a,|]|a,|(p +1)", les zéros du polynome 

Rx) = ar? ey oP EE, 
restent, en valeur absolue, supérieurs à un nombre fixe © 0 ne dépendant que 
St CORSA RACED À 

Posons 9(7)=2?-+-...4+a,_,;alors,|9(x)|<|x/?+...+-|a, ,||v|=9.(|z)). 

D'autre part, pour |v|<e<, où « est un élément fixe >o assez petit, 


9,(|x|)<|a,|(p +1)*3 done, | a|<eentraine | o(x)| <<|a,|. L'application du 
théorème de Rouché au cercle | x|<é achève alors la démonstration du lemme. 


‘our aussi |’ Appendice I, (après le chapitre IV). 


3. On the Location of Roots of Polynomials and Entire Functions, par 
E. B. Van Vick ([113], 1929). 


Tout le contenu des pages 644-657 de cette conférence reste valable. 


À. Sur les racines des équations algébriques, par N. Osrecuxorr ([92], p. 1933). 


Tous les résultats de ce Mémoire restent valables, sauf la déduction du 
théorème de Gauss-Lucas, à la page 98, et la démonstration du théorème VIII. 
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5. Sur quelques limites pour les modules des zéros des polynomes, par Paul Monte, | 


([82], 1934). 

La condition nécessaire du paragraphe 1 peut encore étre démontrée, par le 
théorème de Rouché cette fois; nous renvoyons à l’Appendice I, pour une 
extension de la condition suffisante. 

Le contenu des paragraphes 2-9 reste valable. 


6. La théorie analytique des polynomes d'une variable, par J. Dinuponné 

([ 36], 1938). 

Le contenu des chapitres I-III reste valable. L’applicabilité du chapitre J, en 
particulier, signifie que le probléme du calcul (théorique) du nombre exact des 
racines d’une équation algébrique contenues dans un cercle ouvert (resp. fermé) 
donné se résout entièrement, et sa solution est la copie de la solution classique 
(due à Hermite, et à Fujiwara, Schur et Cohn). 

En ce qui concerne le chapitre IV, nous renvoyons a 2 (ci-dessus), a notre 
chapitre IT et al’ Appendice I; les théorèmes XVI et XVII sont des cas particuliers 
du théoréme I de cet Appendice. Le théoréme XXI (de Fekete) reste également 
valable. 

Les n° 1 et 2 du chapitre V restent valables. 

Les théorèmes XXVIII, XXIX, XXX et les théorèmes de Walsh restent valables: 
la validité des théorèmes XXXI et XXXII de J. von Sz. Nagy sera examinée 
ailleurs. 

Les n° 1, 2, 3 et 5 du chapitre VIII restent valables ; de même, pour les n* 1, 2 
et 6 du chapitre IX. Les n* 1, 2, les théorèmes XLV, XLVI, les n° 5 (avec une 
autre démonstration du théorème XLVII), 6, 7 et 8 du chapitre X restent 
valables ; cela contient le théorème de Jentzsch. 


7. The Geometry of the Zeros of a Polynomial in a Complex Variable, par 
M. Marnen ([68], p. 1949). 


Ce livre est le plus riche en résultats qu'a paru jusqu’à ce jour sur le sujet. 
La majorité des résultats qu'il contient s'étend à Ky(i). Contentons-nous de 
signaler les résultats suivants, choisis au hasard : Les théorèmes 4.2 (de Siebeck) 
et 9.1; les corollaires 15.3 et 16.1; les théorèmes 16.2, 16.3, 17.2a, 17.2b, 
17.3a, 17.3b, 17.3c et 18.1; le corollaire 18.1; le théorème 18.2; le corol- 
laires 18.24, 18.2b et 18c; les théorèmes 18.3, 20.1, 21.1, 22.1, FRIPEES: 
26.1 et 29.1; les paragraphes 32-33; le théorème 34.1 et les paragraphes 36-45. 


8. The Location of Critical Points of Analytic and Harmonic Functions, par 


J. L. Warsx ([118], 1950). 


Des remarques analogues s'appliquent, en partie, aux chapitres I-V. 
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9. Sur quelques propriétés des valeurs caractéristiques des matrices carrées, par 


M. Paront ([95], 1952). 
Une très grande partie du contenu s'étend à K, (4). 


10. La localisation des valeurs caractéristiques des matrices et ses applications, 


par M. Paront ([96], 1959). 


Même remarque. 


11. Inequalities concerning polynomials in the complex domain, par N. G. DE 
Bruun ([31], 1947). 
Plusieurs des résultats contenus dans ce Mémoire, déjà cité au paragraphe 9 
du chapitre II, s'étendent à K,(1). En premier lieu, la démonstration que de 
Bruijn donne au théorème suivant de S. Bernstein : 


St P(z) et Q(z) sont des polynomes satis faisant à 
[P(s)|2|Q()| et OT, pour Ims 0, 


on a aussi, pour ces valeurs de z, | P’(z)||Q'(s)|. 


Les théorémes 3-11 de ce Mémoire restent tous valables; contentons-nous de 
rappeler l’énoncé du 


Taéorime (d'Erdôs-Lax). — Si le polynome de degré n P(z) satisfait a 


o< |P(s)| <1, pour |3|—1, on a aussi, pour ces valeurs de z, | P'(3)| Le 
12. Sur les zéros des polynomes, par M. Biernacki ([ 12], 1955). 


Plusieurs des résultats contenus dans ce Mémoire, déjà cité au paragraphe 9 
du chapitre II, s'étendent à K,(z). Ainsi, tous les résultats obtenus par Biernacki 
dans les paragraphes 3, 4 restent valables. Signalons, par exemple, son théo- 
rème III : Sc le polynome P(z)—a,+...+a,z" ne s’annule pas dans le cercle 
|z|<cr, le polynome Q(z)— a+... Ay pS"? (p<n) ne s'annule pas dans le 
cercle |3|<r(p+1)". Cette limite est atteinte, lorsque P(z)=(1+3)", 
p=n—t, Q(s) =1-+ nz. | 

Enfin, la partie 1° (wor le paragraphe 9 du chapitre IT) de son théorème I 
reste valable. 


Exempze. — Soit K,(z) la clôture (algébrique) du corps des fonctions ration- 
nelles d’une variable sur G; en d’autres termes, K,(z) = le corps des « fonctions 
algébriques d’une variable » sur G. Munissons-le de la valeur absolue ordinaire 
de K,(z), et appelons-le K,.. 


Le fait que des résultats tels que le théorème d’Erdés-Lax et les théorèmes 
de Biernacki restent valables dans K,, montre l'intérêt des généralisations 
considerées ci-dessus, ainsi que des méthodes de démonstration utilisées par 
Biernacki et de Bruijn. | 
Ann. Ec. Norm., (3), LXXVII. — Fasc. 4. É 51 
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APPENDICE I. 


SuR LA LOCALISATION DANS UN CORPS COMMUTATIF, ALGEBRIQUEMENT CLOS, 
MUNI D'UNE Ky-VALEUR ABSOLUE. 


Soit F un tel corps, et soit o(s) = ia, 2”. 
‘ Viste 
Tutorime À (de Montel-Van Vleck). — Si|ao|, ..-, | @p1| et undes | a,| restants 
demeurent bornés, p zéros de o( 2) restent bornés en valeur absolue. 


Le cas particulier F = G de ce théorème est dû a Montel[82] et Van Vleck [112]. 
Le principe d'une démonstration de ce résultat du à Markovitch [76] s offre 
pour démontrer notre généralisation. 


Démonstration. — 1° Supposons que o(z) possède au moins n — p +1 zéros 
distincts, et soient 3,(u.==1, ...,2—p+1)n—p-+1 tel zéros. Alors, 


Zz gPpth—-1 zP+l —_ \ ; a 
Op Bh Het dpapaah* Opa apt? +... Gn Bi = — (Ay... + Ap 54 + ap ash). 
( r= 3y ohivg 7 Pre 1). 


De ces n—p-+1 relations, on peut éliminer les n—p éléments a, ..., 


Ops Genus er Le es ONObHent 


2 P+h=3 pp+h its » A 
fab BEM BH eos Go + Op BE ap nh |= 0 8 = (PI, ..., R= p+) 
donc 
pes 
( I ) : yu Hi Ap+h Hk 
ys 1 L=0 


où l’on a posé 
Be ape aptht gti, an sf | (ol pi, pi, ...,n2—p+t) 
et 
Hp gaze 1) P| oh. oak (UI, ...,N—p+1). 
Or, |13,...'3,”| étant un détermi de Van d [46 
WAFL. <2 Fo un déterminant de Van der Monde [ 46], on a 


lab... 6h | = (Sr + Spas)? | teaser] 
( 


By +++ Sp—pyi)’(—1 wes — 32)... (31 — Bn—pit) 


X (Zn Pire Sn—p+i de 
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p—1 


M mL feet mA H 
Considérons la relation (1), écrite sous la forme n= dar Chaque H, 
p+h 
t=0 


contient le facteur (3,—z.).. -(Zn-p— Zn-p1); chaque terme de H, est de 


degré (n—p)p+ es et -+-l—(p-+h) et de H,., est™de degré 


(n—p)p+ “oP apt), par rapport à l’ensemble des éléments z,, et 


son coefficient est +1; la plus grande puissance de z, qui figure 


H, ; : A PO See a . 
dans aR 7 j est 4, tandis Ue pion 
& #2) +. Enp — Sn—p+1 pt} 
le facteur 3°. 
ConcLusion. — L'hypothèse. |z,|=|2, >=... 32, sur les zéros de o(z), 
Zu (be =I, ...,n—p-+1) étant supposés distincts, entraine que 
| H;| is Ay 
(3) Se adh se ANR bi nes? 
| H,.2| al | Bromo eet ea 
* ; H 
A, étant le nombre des termes du quotient i = 
p+h 
Donc, 
p—1 
= 1 . 
(4) neal << S| eel Tt 
=0 
d’où, 
(5) Pape ot ake A la lee te Ag | aol: 


2° Quand les n — p + 1 zéros contiennent nécessairement des zéros multiples, 
on utilisera le fait que ces zéros annulent également certaines dérivées de 5(z). 


Aux recherches de Montel-Van Vleck on peut aussi associer les recherches de 
Varopoulos [ 114]. 
Résultats pratiques. — Notation : 
JZ) lb a TT le ns la les ee | Sal 
Montel ([ 84 ], [82]) a utilisé la relation fondamentale 
te een Vp lee ban elle te. «+ ORI | an |_| ep OP 


pour obtenir de majorants de | z,|. Elle reste valable dans F; done, on peut aussi 
appliquer à (6) la méthode des fonctions décroissantes; (6) et (11.2) donnent, 
par exemple, 


4 1 
/ # aol 
| sp | max M, (| G—pur| + Ch ps1 | n-p+2| Mit +... CT | an | MiP)" PTS. 
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Remarque. — Pouri1<ÀZp—1,rn=p>2,0na 
Ga Un — ap par 
car, la fonction a — 1 — p*-’*" est strictement décroissante en æ dans [p, +), 
pour p => 2. (6) donne alors 


(7) [spl max {1, pr, pr (| dn—pra| ++ | dal) }- 


(5) et |s,|<max{1, |@,|} démontrent très simplement le fait qualitatif 


(contenu, évidemment, dans le théorème 1) que les valeurs absolues de p séros 
au moins de f(s) sont bornées supérieurement par un nombre indépendant des 
coefficients a,, 1<v—<n —p, et den. 


Note. — Considérons le Mémoire classique [82] de Montel. Le théorème 1 
étend à F la condition suffisante du paragraphe 1. Le contenu des para- 
graphes 2-8 reste, essentiellement, valable. 


Considérons maintenant le problème de Landau-Montel pour les polynomes 
lacunaires. Soit f,(3) =1-+ 3+ @,,3"-+...-+- a, 3. Notation : o(m)— fonc- 
tion de la seule variable m. 


Taéorëme 2 (d’Allardice-Casabonne). — Au moins un zéro de Sn(3) est contenu 
dans un cercle de centre O et de rayon o(m). ([3], [25 ].) 


Voir [129] (p. 25) pour la démonstration, qui s’applique telle quelle au cas 
d'une K,-valeur absolue. (Quand F=CGet| | est la valeur absolue ordinaire, 
le principe de cette démonstration est dû à Casabonne [25 |). 

Quand K,—R, le résultat quantitatif déduit de cette démontration peut tou- 
jours être amélioré. En effet, 


1° si| |n’est pas ultramétrique, F est isomorphe à un sous-corps de G, en 
vertu d’un théorème bien connu d’Ostrowski ([6]); on est donc dans le cas 
classique, où les cercles sont des d. e., auxquels on peut appliquer le 
théorème 5 du chapitre II; 


2° si | | est ultramétrique, il résulte de l'inégalité ultramétrique que 


24 
i=1 
de Casabonne est alors remplacé par le cercle |3|2Z1, donc, par un cercle 
indépendant du nombre des termes non nuls. Ce renforcement du résultat 
classique pour les polynomes incite à étudier le problème de Landau-Montel 
dans les corps valués ultramétriques. [Rappelons que dans un tel corps F 
complet, on possède une théorie des fonctions analytiques d’une variable 
dans F, grâce aux travaux de M. Krasner ([54], [55], [56], [57], etc. y]. 


—1entraîne max (|3,{"")=.1,done que min (|3;|)<r. Le cercle 
TO CAN ti Un 


ae 


\ 
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Or, dans le cas des corps valués ultramétriques algébriquement clos, on 
connait depuis les travaux de Dumas et d’Ostrowski (et, en partie, depuis les 
premiers travaux de Hensel) la maniére simple de définir les minorantes et les 
majorantes exactes des zéros d’un polynome f(x) [qu’on suppose non nul a 
l’origine s’il s’agit de minorantes (*)]. En effet, si p,p,...p, est le polygone de 
Newton de f(x), le minimum des valuations des zéros de f(a) est ue", 
ou U, est la pente du premier côté P,P, de ce polygone, et le maximum de ces 
valuations est M=e", où U, est la pente du dernier côté P,_, P, de ce polygone. 
Ces pentes ont une expression analytique trés simple en fonction des valuations 


des coefficients de f(x), qui est la suivante : Soit /(x) Ss Gi (Gn5= 0, Ays=0 
1=9 


dans le cas des minorantes). Alors, 


Ui = Max (1084/ - 


0 


U,= Min (108 \/ de J; 
i di 
d’où | 
Mr Ur 1 ad ie 
woot (\/ED) 


Mae Min (1 DE 
i ai; | 


Ces limites sont, évidemment, plus précises que celles du cas général. 
La limite pour la minorante est encore valable si f(a) est une série de Taylor, 
mais, on ne peut étre certain qu’elle coincide avec le minimum des valuations 
des zéros de f(x) dans le corps valué K, qu'on ne considère que si K est un 
_surcorps algébriquement clos d’un corps complet k contenant tous les coef- 
ficients de f(x) (ceci résulte des travaux de Schôbe [105, b] et de Krasner). 


APPENDICE IL. 


Soit F un corps commutatif, algébriquement clos, de caractéristique zéro, et 
soit F = K,(z); F est muni de la valeur absolue ordinaire de K,(+). 

Le fait qui caractérise G (et les corps isomorphes à G) parmi les corps F est 
qu'ils satisfont à la propriété (B) : 

Toute partie majorée possède une borne supérieure. 


Me ER a cin marais 
(1) Autrement dit, cette minorante (resp. majorante) coincide pour tout f(x) avec le minimum 
(resp. maximum) des valuations de ses zéros. 
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Done, si l’on peut démontrer un théorème Ÿ dans le plan complexe, sans utiliser 
(directement ou indirectement) la propriété (B), ce théorème (convenablement 
énoncé) reste vrai dans F. 

Cette remarque simple a guidé les considérations du chapitre IV. 

On pourrait, peut-être, l'utiliser pour étendre quelque peu (en tenant compte 
de l’ordre de K,) le résultat classique suivant de Lefsetz : En ce qui concerne les 
faits stictement algébriques, la géométrie algébrique sur un corps de base de carac- 
téristique zéro est la même que la géométrie algébrique sur G | 65 |. 


APPENDICE III. 


Quelques remarques sur les espaces vectoriels topologiques. 
(Suite du A’ du chapitre IIT.) 


|. ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES SUR UN corps K,-VALUÉ NON piscreT #. [En 
correspondance avec Bourbaki (EVT, chap. 1). | 


Hypothèse. — La partie | k| de K, est cofinale a Ky. 


EVT(S 1) : Définition 2, propositions 2 et 4, définition 3 et proposition 5. 


Signalons encore que, dans un espace K,-normé, un système fondamental de 
voisinages de o est formé par les transformées de la boule unité par les homo- 
théties x + tx, où t parcourt l’ensemble des éléments + o de 4 ([ 18], chap. IX, 
p. 66). 


Variétés linéaires dans un evt (§ 2) : Proposition 2, corollaire, théorème 1, 
corollaires 1 et 2, théorème 2, corollaires 1, 2, 3 et 4, proposition 3, corollaire. 


2. ENSEMBLES K,-CONVEXES. ESPACES LOCALEMENT K,-CONVExES. — Sauf mention 
expresse du contraire, il ne sera question ci-dessous que d’espaces vectoriels et 
d'espaces affines sur un corps ordonné K,, muni de la topologie Bo(K,), etc. La 
définition du barycentre d'une famille finie (2;),<, de points, affectés resp. des 
« masses » A; EK,, est immédiate; il en est de même des notions de demi-droite, 
de segment, etc.; on est ainsi conduit a la généralisation naturelle de la notion 
de convexité (appelée ici « K,-convexité ») et des notions qui s’y rattachent à 
celle-ci (voir aussi [19], chap. II, p. 68-69). f 


En correspondance avec Bourbaki (EVT, chap. II). 


Ensembles K,-convexes ($ 1) : Définition 1, exemples 1, 2 et 3! proposi- 
tions 1, 2, 3, 4, 5 et 6, corollaire (pour K°), proposition 7 (a et BEK,), 
définition 2, proposition 8, corollaire, définition 3 (Cones K-conyexes), propo- 
sitions 9 et 10, corollaires 1 et 2, proposition 11, corollaire, proposition 12. 


\ 


ASPECTS MODERNES DE LA LOCALISATION DES ZEROS DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE, 405 


Démonstration. — I] suffit de montrer que, pour tout ensemble fini I, u,eK,. 


Le ' sy 
et 7 €C(vE 1) entraînent > u;æ;eC; or, Ds vs) d'uæEA, par hypothèse, 
done >» LT; © by p)A. 


Définition. — Soit E un evt sur K,. On dit qu’un cône ouvert (resp. fermé) 
K,-convexe épointé (resp. pointé) A (de sommet ) est maximal, s'il est élément 
maximal dans l’ensemble des cônes ouverts (resp. fermés) K,-convexes (de 
même sommet) ~ E, ordonné par inclusion (Vozr aussi [19], chap. II, p. 76). 


Quand K,=R, tout A fermé (resp. À — {«} ouvert) est un demi-espace de la 
forme f(æ) 0 [resp. f(x) >o], où fest une forme linéaire 4 0 dans E. 

Définition d’un espace vectoriel ordonné, propositions 13 et 14, définition 4, 
proposition 15, corollaires 1 et 2, proposition 16. 


Espaces localement K,-convexes (§ 2) : Définition 1, proposition 1, corollaire, 
proposition 2, définition 2, proposition 3, lemme 1. 


3. SÉPARATION DES ENSEMBLES K,-convexes. — L'extension du théorème fonda- 
mental de Hahn-Banach et de ses corollaires n’est pas automatique, à cause de 
la non-connexité des evt sur un corps des scalaires non archimédien; son 
étude générale demande, en plus de l'hypothèse que K, soit complet, certaines 
restrictions sur les ensembles convexes considérés; nous ne la faisons pas ici. 
Il est plus utile pour notre sujet de considérer des evt plus particuliers, mais, 
sur un corps K, non nécessairement complet. Remplaçons donc le théorème 
de H-B par la 


Derinition. — Soit E un evt sur K,, À un ensemble ouvert convexe non vide dans E. 
S'il existe une variété linéaire M qui ne rencontre pas A, sans qu'il existe un 
hyperplan fermé H contenant M et ne rencontrant pas A, on dira que A est « H-B 
exceptionnel dans E ». 


Exempze. — Soit E — Kk". Les seuls cônes ouverts convexes H-B exceptionnels 
sont les cônes. ouverts convexes Epointés maximaux qui ne sont pas de demu-espaces. 


En correspondance avec le paragraphe 3 de [19] (chap. II) : 

Définitions 1, 2, 3 et 4. Proposition 3 : Soit A un corps convexe dans 
un evtE. Tout hyperplan d’appui de A est fermé. Si À n’est pas H-B excep- 
tionnel dans E, tout point frontière de A appartient à un hyperplan d'appui 
de À au moins. Corollaire (pour cet A). Propositions 5 et 6. 


4. K,-semi-Normes. — En correspondance avec le paragraphe 5 de [19], 
(chap. II) : 

Définition 4, propositions 1 et2, corollaires 1 et2, définition 2 (on remplace R 
par K,) des K,-semi-normes. Proposition 3, 1°; en ce qui concerne 2°, on a: 
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Soit A un corps convexe, symétrique dans E, a. S'il existe une K,-semi-norme p telle 
que A soit identique à l’ensemble des x EE tels que p(x) <1, cette K,-semi-norme est 


unique et est déterminée par la relation p(x) = info .b. Si info existe, alors 
P>0,x Ep o>0,repa à 
p(æ)= info est uneK,-semi-norme p sur E telle que À soit identique à 
(>0,rEpA 


l’ensemble des x € pour lesquels p(x) 1, et p est continue dans E. 


Toute K,-semi-norme p sur E est continue pour la topologie localement 
convexe la plus fine G,,. Remarque 2. K,-semi-normes dans les espaces localement 
convexes : Topologie I’; exemples 1 et 2. Proposition 5. 


Soit E un espace localement convexe, dont la topologie est définie par un 


ensemble T de K,-semi-normes. Pour toute K,-semi-norme p, p(æ— 7) est un 
K,-écart sur E. L'ensemble de ces K,-écarts, lorsque p parcourt I, définit la 
structure uniforme de l’evtE. Si E est séparé, les fonctions peT se prolongent 


par continuité au complété Ê de E; l’ensemble Ê de ces fonctions prolongées 
est un ensemble de K,-semi-normes définissant la topologie de E. 


Proposition 7 : Si Ky est complet, tout espace spere dont la topologie est définie 
par un ensemble de K,-semi-normes est isomorphe à un sous-espace d’un produit 
d'espaces K,-normés complets sur Ky. 


Proposition 8, corollaire, proposition 9, corollaire. 


La notion d’evt sur CG se généralise par la notion d’evt sur K, (1); remarques 
évidentes. 


6. Espaces HiLBERTIENS. — En correspondance avec le chapitre V de [19]. 


Dans tout ce chapitre, K désignera un corps ordonné Ky, muni de &,(K,) ou 
le corps K,(7), muni de &,(K,) < &)(K,); € + Ë désignera l’automorphisme 
identique de K si K=K,, l’automorphisme qui, à tout élément £— 4+18 
[(a, 8) €K°] fait correspondre son conjugué — = « ss 16 si K = K, (2). 


Définition 1 [relations 6 1), (2) et (3)]; relations (4), ©) et (6); proposition 1, 
définition 2, proposition 2, relation (7), corollaires 1 et 2. La proposition 3 est 
vraie pour tout corps vhaworienti Ky. On fera la même hypothèse sur Ko, 
dans la suite, toutes les fois qu’on aura à considérer des K,-normes qui ne 
soient pas toutes élevées au carré. 


Définition 3; définition du « produit Ky-scalaire » (x|y) de æ et de y; on 
écrira <a, y » au lieu de (æ|y). 
En Pope æ, y sont dits « orthogonaux » si Ca, Vos D, 118 fonction 


alg ama as, a)! est une K,-semi-norme sur l'espace vectoriel E; un espace 


Ki-préhilbertien da toujours considéré comme muni de cette Ke -semi- -norme 


= 
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(etp par suile aussi de la topologie et de la structure uniforme corr espondantes). 
Avec ces notations, I’ inégalité de Cauchy-Schwarz dans un espace K,-pré- 
hilbertien E s’écrit 


Ke y>lZlleil-lly |b 


et prouve que le produit scalaire est une forme continue sur E < E. 
Pour que E soit séparé, il faut et il suffit que ||x || soit une norme sur E. 


Définition 4, K, étant supposé complet, et Proposition 4. Identité « de la 
médiane » ; Pa bot 5. 


Abréviation : | a|, au lieu de ai. 
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